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1 Poslanie technologie virtualnych prototypov

Pri navrhovani vyrobkov hrd redlny experiment rozhodujucu ulohu, ale coraz viac
nachadzaju uplatenie aj nastroje pocitatovej podpory inzinierskych ¢innosti (CAE). Jednym
z nich je technologia MSS (Mechatronical System Simulation) s reprezentantom
MSC.ADAMS na dynamické simulacie mechatronickych systémov zloZenych z tuhych aj
pruznych telies s kombinaciou relativne velkych premiestneni ¢lenov a relativne malych
pruznych deformdcii ¢lenov voc¢i rozmerom clenov v st¢innosti s integrovanymi systémami
riadenia a tekutinovymi obvodmi.

Aby bol virtudlny model VMS s vhodnymi zjednoduSeniami a odhadmi vlastnosti
dynamicky ekvivalentny srealnym vyrobkom treba optimalizovat’ koreldciu jeho
dynamickych charakteristik podl'a vysledkov z redlneho experimentu. Subeznd aktualizacia
vlastnosti virtualneho modelu a redlneho vyrobku umoznuje rychle reagovat na vysledky
z realnych merani a na podnety pre konsStrukéné zmeny a poskytovat’ vyvojarom potrebné
vysledky z virtualnych analyz. Prinosom pocitacovych simulacii je, Ze umoznuju pochopit
pri¢iny nedostatkov zistenych pri meraniach a zarovenn ur¢it' aj spdsob ako ich mozno
odstranit’. Poskytuju tak potrebné informacie pre prijimanie rozhodnuti o vhodnej koncepcii
vyrobku uz od uvodnych $tadii vyvoja a umoziuja tak vyznamne redukovat’ pocet ¢asovo aj
financne naro¢nych fyzikalnych experimentov. Pocitacové simulécie a fyzikalny experiment
sa tak stavaju partnermi pri vyvoji vyrobku.

Vyhodou MSS technologie virtudlnych prototypov je, ze pocas procesu modelovania
geometrickych tvarov ¢lenov, silovych interakcii, predpisanych priebehov pohybu, pruznych
vlastnosti, prvkov  automatického riadenia, pripadne hydraulického  obvodu
multidisciplinarneho  virtualneho  prototypu budiuceho vyrobku v  zjednotenom
pouzivatel'skom prostredi A/View pripravené algoritmy automaticky zostavuji explicitné
rovnice prisluSného matematického modelu. Efektivnost’ vyuzitia horizontdlnych modulov
(A/Flex, A/Vibration, A/Controls,...) a vertikalnych modulov (A/Car, A/Rail, A/Aircraft,...)
potom zavisi od vypoctovo efektivnej a spolahlivej prace riesica A/Solver sustav rovnic
matematického modelu, sktorym st vSetky moduly programu MSC.ADAMS priamo
prepojene.

Vysoky stupeii algoritmizacie vyzadovanych analyz umoziiuje takmer automatizované
numerické rieSenie matematického modelu virtudlneho prototypu, priCom pouzivatel ma
k dispozicii elektronicki dokumentaciu, napovede pri modelovani jednotlivych prvkov,
subeznu kontrolu syntaxe prikazov, ako aj oznamy o praci algoritmov rieSiCa ao



Ustav aplikovanej mechaniky a mechatroniky, SjF STU Bratislava; www.sjf.stuba.sk

pravdepodobnych pric¢inach v pripade jeho kolapsu. Avsak na to, aby pouzivatel dokazal
plnohodnotne vyuzivat pripravené nastroje a robit’ kvalifikované rozhodnutia je potrebné,
aby sa zoznamil s podstatou matematickych metod rieSenia sustav linedrnych aj nelinearnych
algebrickych rovnic ako aj rieSenia zmieSanych systémov pohybovych diferencidlnych
rovnic a vdzobnych nelinearnych algebrickych rovnic. Odmenou je schopnost’ utvorit
vypoctovo efektivny model pre analyzy a realizovat’ robustnu optimalizaciu na zodoliovanie
vlastnosti buduceho vyrobku voci ndhodnym zmendm vonkajSiecho zataZzenia a jeho
vnutornych vlastnosti.

Zasluhou takejto vSestrannej pocitacovej podpory inZinierskych ¢innosti sa z vypoctarov
stavaju organizatori, ktori mézu tvorivé sily venovat’ priprave novych koncepcii budticeho
vyrobku a potrebnych vstupov, sledovat’ ¢i sa virtualne vyrobky spravaju pocas simulacie
pracovnych rezimov podla ocakévania, riadit’ proces rieSenia ana zaklade komplexného
zhodnotenia ziskanych vysledkov prijat’ spravne rozhodnutia na dosiahnutie vyzadovanych
vlastnosti.

2 Vyber vhodného matematického formalizmu pre algoritmy rieSica

Dnesné algoritmy rieSenia matematickych modelov multidisciplindrnych mechatronickych
systétmov umoznuju rychle, spolahlivo a s potrebnou presnostou realizovat' stbezné
dynamické simulacie mechanickych aj riadiacich systémov, lebo vyuzivaju jednak sucasnt
uroven vypoctovej techniky s rychlymi procesormi ako aj sofistikované numerické metody
riedkych matic topoldgie systému a stabilnej integracie, ktoré postupne navrhli Newmark
(1959), Gear (1971), Orlandea, Chace, Calahan (1977), Hilber, Hughes, Taylor (1977) a
Wielenga (1986). Vyvoj novych pristupov stale pokracuje: Brenan, Campbell, Petzold
(1996), Orlandea (1999), Negrut a Dyer (2004), ¢o umoznuje, aby bol vyrobok vykonny,
bezpecny a kvalitny.

Poziadavkami pre vyber vhodného formalizmu na zostavovanie arieSenie zmieSan¢ho
syst¢tmu DAE pohybovych diferencidlnych rovnic a vidzobnych algebrickych rovnic, ktoré
reprezentuju virtudlny prototyp ako viazanu aj neviazani mechatronickl sustavu bolo, aby
boli stavové rovnice v symbolickom tvare vypo€tovo nenarocné a nezavislé na topoldgii
systému, aby sa dal Jakobian vdzobnych rovnic analyticky rychle zostavovat a paralelne
vyCislovat’ aaby vypocet pasivnych odporov v geometrickych viazbach prebiehal
automaticky .

Z analytickej dynamiky boli k dispozicii jednak diferencialne principy platné pre nekonecne
malé zmeny veli¢in a integralne principy pre konecné zmeny veli¢in s kombinéciou
nevariacného principu a varia¢ného principu na formulaciu podmienok pre extrém veliCiny
pri jej nekone¢ne malej, alebo koneCnej zmene v ramci moznych stavov. Podla tohto
triedenia patria najpouzivanejSie Newtonove zakony a Lagrangeove rovnice prvého
a druhého druhu medzi diferencidlne nevariacné principy. Do skupiny diferencidlnych
variacnych principov patri najjednoduchsi princip virtudlnych prac a D" Alambertov princip,
najvseobecnejsi Gaussov princip najmensieho nttenia a Hetzov princip najpriamejsej drahy.
Do skupiny integralnych nevariaénych principov patri princip zachovania energie a medzi
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integralne varia¢né principy patri najdolezitej$i Hamiltonov princip a Marpertuisov, Eulerov
a Jakobiho princip najmensieho ucinku.

2.1 Hamiltonov variacny princip

Kazdy zo diferencidlnych, alebo integralnych principov ma svoje Specifické poslanie a pre
algoritmizaciu numerickej integracie systému DAE sa najlepSie osved¢il Hamiltonov
variacny princip:

51 ~5j(L+ZFAk Ty, +Zx D)dt=0

t) k=1

ol je variacia funkcionalu I, pre ktory hl'adame extrém
L=E,-E, je Lagrangian ako rozdiel kinetickej E, a potencialnej E, energie systému

F

Ak

su akéné sily, k=1,2,...,a

r,  susprievodice posobisk akénych sil F,,

su Lagrangeove stcinitele, j=1,2,....b

Q=

Je aritmeticky vektor vézobnych rovnic @

2.2 Eulerove-Lagrangeove rovnice

Z Hamiltonovho integralneho variacného principu vyplyvaji pohybové diferencialne
Eulerove-Lagrangeove rovnice druhého radu v skalarnej forme

2 0T, &, 00,
i(tgfL)—(6_L)_Z‘,FAk-&"'Z:;‘j F=0,i=12,.c
dt 6q,” 09, = " dq; T 'dq,

a v stru¢nej forme pomocou aritmetickych vektorov

d OL 2 _
Ea—_)—(—)—;mk - Z% _—0

kde g je aritmeticky vektor celkového poctu ¢ zovSeobecnenych stradnic q ; , i=1,2,....c

F

A

algebrickych rovnic @;.

. je pocet aakénych sil a @ je aritmeticky vektor podtu b vizobnych nelinearnych

2.3 Sustava DAE pre viazany aj vo’'ny mechanicky systém

Pocas modelovania virtualneho prototypu algoritmy rieSica A/Solver (C++) zostavuju
sustavu DAE podla diferencidlnych Eulerovych-Lagrangeovych rovnic druhého radu, z
podmienok uzatvorenosti, metddy fiktivneho rozpajania sluciek a z vlastnosti Lagrangeovych
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sucinitelov, ktoré reprezentuju normalové sily v geometrickych védzbach pre viazany aj
neviazany mechanicky systém v tvare

Mg -A"F,(7,9)+® 2 =0
D(q,1)=0

kde

M je matica hmotnosti systému
g je aritmeticky vektor siradnic q; v smere osi X, y, z globalneho sturadnicového systému
GCS pre (i=1,2,3) a okolo osi x, y, z lokdlneho stradnicového systému LCS pre
(1=4,5,6)
T . v s . . P /, ,
A" je transformacna matica pre priemety sil F,, do smeru suradnic q

F, je aritmeticky vektor akénych sil a gyroskopickych zloziek zotrvaénych sil F),

(Z_%T je gradient vézieb v normale k vézobnej ploche v konfiguraénom priestore v okamzitom

stave sustavy
A je aritmeticky vektor Lagrangeovych sucinitelov A,

@  je aritmeticky vektor sistavy geometrickych a kinematickych vézobnych rovnic @,

3 Stavové rovnice a stavové premenné

Na matematicku reprezentaciu vlastnosti virtudlneho prototypu pomocou modelovacich
prvkov vyuZzivaja algoritmy rieSi¢a A/Solver nasledovné veli¢iny:

Polohovy vektor 1, taZiska telesa

Na urcenie polohy taziska telesa voci GCS globalnemu stradnicovému systému

(0,,x,.y,,z,) sluzi polohovy vektor T, s kartezianskymi stradnicami T, =[x,y,z]T.
Aritmeticky vektor 7 Eulerovych uhlov

Vz4jomn polohu osi LCS lokalneho stiradnicového systému telesa (0,.X,,y,,z,) vo€i osiam

GCS globalneho suradnicového systému (0,,x,,y,,z,) so spolo¢nym zaliatkom 0, =0,

opisujeme aritmetickym vektorom y Eulerovych uhlov 7 = [w,(p,O]T.

Aritmeticky vektor g, zovSeobecnenych siradnic polohy telesa

. . , — v I3 4 s — — —_ T . , oy .
Aritmeticky vektor g zovSeobecnenych suradnic ¢ :[ T, ;/p] prislichajucich telesu p.
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Jakobian @, vizobnych rovnic

Jakobian @ vdzobnych rovnic je matica parcialnych derivacii vazobnych rovnic @; podla

zavislych zovSeobecnenych suradnic polohy g,
@, =[0®;/8q, |, i=12,..z, j=12...b
Vektor Vv, okamZitej rychlosti £aZiska telesa

Vektor Vv, okamzitej rychlosti taZiska telesa  ziskame derivaciou V, =T, polohového

vektora T, taZiska telesa vo¢i GCS.

Vektor @» okamzitej uhlovej rychlosti telesa

Nekonecne malti zmenu polohy LCS voc¢i GCS vo sférickej geometrickej vizbe opisujeme
vektorom @ okamzitej uhlovej rychlosti LCS telesa so stiradnicami voc¢i LCS telesa.

Eulerov vztazny systém EAF tvoria jednotkové vektory (E1 ,I/, ,Ez) osi (z,,x,,Z,), ktoré nie
st na seba kolmé. Ak oznac¢ime B transforma¢nu maticu vzdjomnej polohy LCS a EAF,
potom @ =By kde 7 je derivacia aritmetického vektora ¥ Eulerovych uhlov, pricom

@ =y je vektor @, okamzZitej uhlovej rychlosti LCS telesa so suradnicami v EAF ako
d’al§imi stavovymi premennymi.

Vektor zovSeobecnenej hybnosti E

Euler-Lagrangeove rovnice budu mat’ jednoduchsi tvar zavedenim zovSeobecnenej hybnosti
P, =0E,/dq; , lebo je vyhodné ak pri zostavovani rovnic rovnovahy telesa prebieha sumécia
posuvnych zovSeobecnenych sil vo¢i osiam GCS a sumadcia krutiacich zovSeobecnenych sil
vo¢i osiam EAF. Zovseobecnena hybnost’ P, pre posunutia (hybnost) je potom

P, =0E,/0r =mT,
a zovSeobecnena hybnost’ 1_)y pre rotacie (moment hybnosti) bude
P, =0E, /0y .

3.1 Stavové rovnice pre teleso

Kazdé teleso v ststave viazanych telies reprezentuje aritmeticky vektor g ststavy stavovych

rovnic g =[g;], i=1,2,...,5

1. mv,-Qy;+C; =0 je rovnica rovnovadhy postuvajucich zovSeobecnenych sil, kde

mv, =P, je deriviacia zovSeobecnenej hybnosti pre posunutia a m je hmotnost telesa,
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Q, je vyslednica zovseobecnenych sil a C, je vyslednica reakénych sil s

priamociarymi  suradnicami,

V, =T, jerovnica pre rychlosti, kde T, je derivicia polohového vektora taZiska telesa
voéi GCS,

5 _ T - . . v , s . , .
P, =B'I By je rovnica pre zovSeobecnenu hybnost’ P, (moment hybnosti) pre rotacie,

kde I je diagondlny tenzor zotrvacnosti telesa, lebo LCS telesa mé osi totozné s
hlavnymi osami momentu zotrvacnosti,

E - OE/0y - Qy+ C = 0 je rovnica rovnovahy kratiacich zovieobecnenych sil, kde I;)y je
derivacia zovSeobecnenej hybnosti 1_)y (momentu hybnosti) pre rotacie, Q , Je vyslednica

zovSeobecnenych sil a C, je vyslednica reakénych sil s uhlovymi stradnicami,

@, =7 je rovnica pre okamzitd uhlova rychlost, kde 7 je derivacia aritmetického
vektora 7 Eulerovych uhlov so siradnicami v Eulerovom suradnicovom systéme EAF.

3.2 Stavové premenné pre teleso

V stavovych rovniciach gz[gi], 1=1,2,...,5 kazdé teleso reprezentuje 15 skalarnych

stavovych premennych y = [yj] , j=1,2,..,15

3 kartezianske suradnice geometrického vektora T, :[x,y,z]T polohy taziska telesa
voéi GCS,
3 Eulerove uhly v aritmetickom vektore 7 = [w,(p,O]T ,
T
3 stradnice okamzitej rychlosti v, =|:VX,Vy,VZ] taziska telesa voci GCS,

3 suradnice okamzitej uhlovej rychlosti @, =[a) O g, Dy, T LCS telesa v Eulerovom

Ey >
vztaznom systéme EAF,

: y . .= T . :
3 suradnice zovSeobecnenej hybnosti P, = [PW P, ,Pe] pre rotacie (momentu hybnosti

telesa).

3.3 Stavové rovnice mechatronickej sustavy

Holonémna, alebo neholonémna vézba je okrajova podmienka pre zovSeobecnené stradnice
virtualneho prototypu. Holondémna vézba (geometricka vidzba) predstavuje okrajové
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mienky vo forme algebrickych vztahov a méze byt bud’ skleronémna, vtedy nezavisi na

Case a sustava nekona ziadnu pracu, alebo rheonémna, explicitne zavisla na Case a ststava
kona pracu. Neholonoémna vdzba (napr. gula sa vali po krivke bez trenia), moze byt
vyjadrend len pomocou diferencidlov, teda nedd sa integrovat’ do holondémnej formy a v
diferencidloch musi byt’ linearna, pricom predstavuje vdzobnu podmienku pre rychlosti.

Na

opis vlastnosti mechatronickej sustavy je potom k dispozicii nasledovna sustava

stavovych rovnic:

34

ZL

6 dynamickych diferencialnych rovnic prvého radu pre kazdé teleso, davajuca do
suvisu zrychlenia a sily,

6 kinematickych diferencidlnych rovnic prvého radu pre kazdé teleso, davajica do
stivisu suradnice polohy a rychlosti telesa,

1 algebricka rovnica pre kazda skalarnu holondémnu kinematicka vidzbu, teda
integrovatel'nu rovnicu pre predpisany pohyb,

1 diferencidlna rovnica prvého radu pre skalarnu neholonomnu kinematicku vézbu, teda
neintegrovatelnd rovnica vznikajica pri preruSeniach geometrickych vézieb,

1 algebrickd rovnica pre kazdu skaldrnu suradnicu akénej sily,

lubovolny pocet pouzivatelom predpisanych algebrickych a diferencidlnych rovnic
prvého radu, davajicich do stvisu stavové premenné (napr. pri modelovani
neStandardnych druhov geometrickych vizieb a pri modelovani systémov riadenia so
spatnou védzbou).

Stavové rovnice mechatronickej stistavy s pruZznymi ¢lenmi

agrangeovych rovnic

(d/dt)(@E, /3E,)—(E, /0¢,)+(0U/2¢,)=Q; (=1,..n)

kde

Q; je zovSeobecnena sila prislichajica j-tej zovSeobecnenej suradnici &; polohy uzlov

systému pri vylaceni silového prispevku odvoditelného z potencialu V elastickej energie

napétosti mozeme ziskat’ pohybové rovnice systému
ME+KE=Q
kde M je matica hmotnosti systtmu K je matica tuhosti systému vyjadrena

v zovieobecnenych stradniciach & polohy uzlov systému.
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4. Stratégia na dosiahnutie vypoctovej efektivnosti algoritmov riesica GSTIFF

Pocas skladania (assembly) mechanického systému utvoria algoritmy rieSica zmieSanu
sistavu DAE = g(¥,7,t)=0, y(0)=¥, zlozenu z diferencialnych rovnic druhého radu
a nelinearnych vizobnych algebrickych rovnic, implicitnych pre derivaciu 3 stavového
vektora y . Snahou je dosiahnutie vypoctovej efektivnosti algoritmov riesica pre vSetky typy

analyz (analyza skladania, zaCiato¢nych podmienok, staticka, kvazi staticka, kinematicka,
dynamicka, inverzna dynamicka a modalna analyza).

4.1. Prvy krok stratégie zamerany na dosiahnutie riedkosti Jakobianu

Prvy krok stratégie na dosiahnutie vypoctovej efektivnosti algoritmov riesic¢a je zamerany na
reprezentaciu mechanického systému Co najvacsim poctom vypoctovo nenarocnych rovnic,
aby bola matica Jakobidnu riedka s po¢tom nenulovych prvkov pod 6%. Z tohto dovodu
algoritmy rieSi¢a zdmerne nederivuju vyraz I_Jy =B"J By na vypodet zovieobecnennej
hybnosti P, (momentu hybnosti) pre rotacie, lebo je nelinearny kvoli trigonometrickym
funkcidm v transformacnej matici B vzdjomnej polohy lokalneho suradnicového systému
LCS a Eulerovho suradnicového systému EAF, ale ho pridaju k stavovym rovniciam, pricom
. v I~ T r Py v ’ ’ . o wew ve

Jeho zloZky P, = [PW ,P‘p,Pe} su d’alSie stavové premenné. Algoritmy rieSi¢a zabezpecia, aby
bola matica J tenzora zotrvacnosti diagondlna, ¢o vypocet zovSeobecnennej hybnosti
I_’y pre rotacie vyrazne zjednodusi.

Neziadticou vlastnostou ststavy DAE je, ze maju singularnu maticu 0(DAE)/dy, lebo
obsahuje algebrické vazobné rovnice. Vyhodou obycajnych diferencidlnych rovnic ODE =
y-g(7,6)=0, y(0)= y, explicitnych pre ) je, Ze na rozdiel od DAE maju nesinguldrnu
maticu O(ODE)/dy =1.

4.2. Druhy krok stratégie spo¢iva v konvertovani DAE na ODE

Druhy krok stratégie spociva v zabezpeCeni stabilnej (stiff) integracie implicitnej ststavy
DAE druhého radu jej konvertovanim na sustavu dynamickych a kinematickych obycajnych
explicitnych diferencidlnych rovnic ODE prvého radu acielenym tlmenim vlastnych
frekvencii vysSich ako je frekvencia prevadzkového budenia. Algoritmus konvertuje
dynamické diferencidlne rovnice druhého rddu na ODE prvého radu substiticiou

aritmetického vektora rychlosti # =g ¢im zaroveii ziska kinematické ODE pre rychlosti.
Na konvertovanie vizobnych algebrickych rovnic ¢ =@(g,t) = 0 zo zmiesanej sustavy DAE

= [5,5,5] prvého radu

Q|
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na kinematické ODE su potrebné tri derivacie (Index 13), z toho su dve derivacie vdazobnych
rovnic a jedna derivacia Lagrangeovych sucinitel’'ov.

Ziskany syst¢ém ODE sa dé4 rieSit algoritmami Runge-Kutta-Fehlberg, alebo Adams-
Bashforth-Moulton, st vSak pomalé pri utvarani a invertovani Jakobidnu ¢o st vypoctovo
najnarocnejsie kroky dynamickej analyzy.

4.3. Treti krok stratégie ma za ciel’ konvertovat’ ODE na NAE

Treti krok stratégie je zamerany na konvertovanie ODE na ststavu diferencnych
nelinedrnych algebrickych rovnic NAE, aby z nich po linearizécii dali urcit’ korekcie Ay,

stavového vektora rychlymi Calahanovymi algoritmami, ktoré pracuji podla Gaussovej
elimina¢nej metddy s rozkladom matice 4 systému na sucin 4 = LU dolnej L a hornej U
trojuholnikovej matice.

Konvertovanie ODE na NAE prebieha spédtnou Eulerovou implicitnou aproximaciou BE
(Backward Buler) ¥y, ~(1/h )7, -7,), kde h =t —t je asovy integraény krok.

n

Algoritmus BE deﬁnuje Vzt’ah medzi kaidou neznémou ajej derivéciou \ stavovom Vektore

.....

BE aproximécia nahradi parcialnu derivaciu 6y, /0y, kazdej nezndmej zo stavoveho vektora

y v Jakobiéne @, = [Ogi / Oyj] stavovych rovnic g =[g,] podla vztahu oy, /dy, =1/h,.

5. Praca prediktora a korektora pri dynamickej analyze

Pri dynamickej analyze, ktorej cielom st priebehy pohybu ¢lenov a reakcii vo védzbach ako
odozvy na pdsobenie akénych sil, je llohou algoritmov urcit’ hodnoty stavového vektora y

v zvolenych diskrétnych okamihoch t,<t <..<t <t <t , <.<t_,, pricom casovy krok
h_ nie je vo vSeobecnosti konStantny.
Pred integraciou pohybovych rovnic najprv prebehne vypocet stavovych veli¢in y, v Case t,

pri procese poskladania sustavy (Assembly) do vychodiskovej konfiguracie tak, aby polohy a
rychlosti ¢lenov spifiali vdzobné podmienky a aby zrychlema asily splhali zagiatoténé
podmienky (Initial Condition Analysis). Potom algoritmy ur¢ia zrychlenia asily, ktoré
odpovedaju konzistentnej ststave zaciatocnych podmienok.

5.1. Praca prediktora

Cielom prediktora je odhadnit’ hodnoty ¥',, 3, tak, aby lezali na aproxima¢nom
polynéme (Obr.1) a su¢asne spiiiali stavové rovnice s vyzadovanou presnostou.

Gear navrhol aproxima¢ny integraény algoritmus ¥, =h 1.7, kde 1, je aritmeticky
vektor vlastnych hodndét matice systému, ktory pre integraéni metédu BE s dostatocne
malym krokom h_ splni podmienku jej stability ‘l—hn/TE‘ >1, teda aby hn/T  boli v stabilnej

zapornej cCasti Gaussovej komplexnej roviny. Algoritmy Standardného rieSica GSTIFF
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vyuzivaji na zaliatoény odhad 3 hodndt stavového vektora ¥, pre aktualny krok
explicitni metddu s aproximacnym polyndmom radu k v tvare Nordsiekovho aritmetického

vektora N = [nl,nz,...,nk]T s ¢lenmi podl'a Taylorov radu N = [?,hj,...,(hk?(k))/k!]T , kde
k .

(k) je rad derivacie. Pre nasledovny krok t_, algoritmus s¢ita prvky y&, =3 (h.y V)/i!
i=0

Nordsiekovho vektora N, pri¢om algoritmy nasobia Nordsiekov vektor N Pascalovou
trojuholnikovou maticou P aby vSetky predikované hodnoty lezali na tom istom polyndéme,

teda N,=PN. Riesi¢ GSTIFF je rychly, ale sleduje len dodrZiavanie presnosti pre

premlestnenla.
v P
n+1
T O
Y Cner [ !
! 1
! 1
! |
! 1
! 1
! 1
! |
! 1
! 1
—_ 1 |
___________ 1
y n 1 :
I 1 |
1 1 |
1 1 1
1 1 |
1 1 |
1 1 |

t n t n+1 t n+2

Obr.1 Odhad y',, z prediktora a korigovany odhad ¢, pre krok t__,.
5.2.  Praca korektora

Na spresnenie odhadov y',,, y'., zprediktora pre novy krok t ., vyuZiva algoritmus
korektora aproximacny polynom spitnych diferencii BDF (Backward Differentiation

p .
Formula) y, ., =>ay, +h By, ktory dava do savisu stavovy vektor y ., ajeho
k=0

derivaciu y ,, so znamym stavovym vektorom ajeho derivaciou v predoSlom kroku ¢t .

Metody spitnej diferenciacie BDF vyuZivaju na aproximaciu derivacie y ., funkcie y(t) v

Case t_,, hodnotu y_, ahodnotu y,  funkcie y(t) z predoSlého kroku v Case t,
ynﬂ ~ yn+l- yn

t

Sucinitele o, , S, zavisia od radu k polynému BDF, teda implicitny integrator BE je vlastne

t

n+l n

integrator BDF prvého radu. Algoritmus korektora spresiiuje odhad ', zprediktora
(m) m

iteraénym procesom y'™ =3V 4+ Ay | m=1,2,..,r s maximalnym podtom r iteracii pre

integracny krok.



Ustav aplikovanej mechaniky a mechatroniky, SjF STU Bratislava; www.sjf.stuba.sk

Algoritmus urci korekcie Ay,,, zo systému linearizovanych NAE modifikovanou Newton-

Raphsonovou metédou a z polynomu BDF. Algoritmus BDF sa snaZi pouzit' v nasledovnej
iteracii ¢o najvicsi Casovy integracny krok h a ¢o najvyssi stupen k aproximacného
polyndomu prediktora, priCom ich optimdlne hodnoty vyplyvaju zpodmienky

C, HD@M(P)')7n+1(c))H(hn+1/hn)k“” <&, kde ¢, je sucinitel, ktory sivisi so stupiom k
polynomu BDF a D je filtrovacia diagonalna matica. Na urCenie vhodnej hodnoty h_,, pre
novy Casovy krok a k ,, pre rdd aproximac¢ného polyndému sliZia rozdiely Ay,,, medzi
predikovanym y.,, akorigovanym odhadom ¥, .

Iteracny proces skonc¢i, ked’ norma korekcie ||A)7n+1
A7,

odhad ¥, splia stavové rovnice s vyzadovanou presnostou. Ak st rozdiely Ay, ., vicsie,

splni konvergencné kritérium

|<ck5 , kde ¢ (ERROR) je dovolena integratna odchylka, lebo vtedy korigovany

systém sa vrati do posledného uspesného casového kroku a proces pokracuje s mensim
casovym krokom h. Pri vd¢Sich problémoch s konvergenciou algoritmus rie§i¢a zmeni stupen
k aproximac¢ného polynému prediktora, pripadne aj integra¢né konStanty a,, S, v Gearovej

BDF rovnici.
Pre integratory GSTIFF a WSTIFF odchylka ¢ (ERROR) zavisi od nasledovnych
parametrov ERROR = VEPS *(6*N;, + 3*N, + N, + 2*N,,), kde

e VEPS je Zelana odchylka premennej za integratny krok

e N je pocet pohyblivych ¢lenov

e N, je pocet bodovych hmotnosti

e N, je pocet pouzivatel'om zadanych diferencialnych rovnic

e Ny je celkovy pocet modalnych sturadnic

5.3. Stabilita procesu integracie

Pri konvertovani ODE na sutstavu diferenénych nelinearnych algebrickych rovnic NAE
algoritmy rieSia diskretizuji zmieSani ststavu DAE E=[5,5 ,E] prvého radu

aproximaciou BDF na systém diferen¢nych rovnic s maticou Jakobidnu @,

M/Ihp,—AF, Mu+® A—-(AF,), @ | (A7 -a
E/hp, 0| {Au} ={-b
0 @, 0| (A1) -2,

pre nezname korekcie Ay ., = [Aq, AT, AL ]T , kde mje ¢islo iteracie.
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Matica Jakobidnu @, ma niektoré Cleny nasobené 1/h, preto bude singularna pre hodnoty

integraéného kroku h blizke 0 a proces integracie bude nestabilny. Cim je rad
k aproximac¢ého BDF polynomu viacsi ako 1, tym vicSie st oblasti nestability rieSenia v
zapornej Casti komplexnej roviny.

3,00

1,00

-1,00

-3,00

Obr.2 a), b) Oblasti stability BDF aproximacie polyndmom radu k = 1 az 6 mimo ohraniceni
krivkami v zapornej ¢asti Gaussovej roviny

Mechanicka sustava bude stabilna (stiffly stable), teda odolnd voc¢i vybudeniu vysokych
vlastnych frekvencii vonkaj$imi silami a stabilny bude aj proces integracie prislusnych
obyc¢ajnych diferencialnych rovnic ODE, ak sustava ma :

e Siroko rozlozené vlastné frekvencie,
¢ utlmené vysoké vlastné frekvencie,
e zotrvacné sily, ktoré ovplyviuju odozvu.

Obycajné diferencidlne rovnice ODE su numericky stabilné (stiff), ak reprezentuju
mechanickl ststavu, ktord ma pomer SR (stiffness ratio) SR = w,/w, >200, kde @, je

najvyssia neaktivna (utlmend) vlastnd frekvencia a @, je najvySSia aktivna vlastna
frekvencia.
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Algoritmy Standardného riesica GSTIFF (Index 13) sleduju tolerancné odchylky len pre
premiestnenia. Spresnenie vysledkov mézeme dosiahnut’ zniZzenim indexu IRM (Index
Redukction Method) uplatnenim substitu¢nych metdd pre stabilizaéné procedury (Stabilized
Index) SI2 a SIl. Pri pouziti metédy SI2 algoritmy riesica sleduju tolerancné odchylky pre
premiestnenia aj pre rychlosti, teda v priebehoch zrychleni budi mensie Spicky. Matica
Jakobianu bude potom stabilna aj pre malé kroky, ¢o zvysi stabilitu prace korektora. Ak
chceme ziskat’ vysledky s vysokou presnostou, pouzijeme metodu SI1 (Stabilized Index 1),
pri ktorej algoritmy riesica sleduju toleranéné odchylky pre premiestnenia, pre rychlosti, pre
Lagrangeov sucinitel’ aj pre zovSeobecneny moment hybnosti a pre zrychlenia. Metody SI1 a
SI2 si voc¢i Standardnému rieSi¢u GSTIFF vyzaduju o nieco dlhsi ¢as vypoctu.
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