Ustav aplikovanej mechaniky a mechatroniky, SjF STU Bratislava; www.atc.sjf.stuba.sk

Technicka mechanika II
210 322 BEK, 210 202 BDS
pre bakalarov, zimny sem.

doc.Ing Frantisek Pal¢ak, PhD., UAMM 02010

11. Cvicenie: Analyticka mechanika, princip virtuilnej prace. Pojmy, pristupy a metédy

v mechanike

Pristup Newtonovskej mechaniky

Predurceny pristup

Poloha

Stav

Ak na stimanie ststavy telies pouzijeme pric¢inny (kauzalny) pristup
Newtonovskej vektorovej mechaniky, tak treba =zostavovit
dynamické pohybové rovnice S vektorovymi veli¢inami (drahova
hybnost, sila,..) a vizobné rovnice z geometrickych, kinematickych
a dynamickych vizieb pre kazdy prvok sustavy.

Ide o lokalny, bezprostredny pristup, bez planovania, pri ktorom
spravanie ststavy vychadza z daného okamzitého stavu. Sustava je
donutena spravat’ sa lokalne podl'a okamzitého stavu a nepotrebuje si
pamdtat’ ¢o sa udialo.

Tento predurCeny (deterministicky) spdsob spravania vylucuje
slobodntl vol'u a tym vylucuje aj vznik rozporu medzi tym, ¢o je
prikdzané a ¢o by pripadne sustava chcela urobit’ inak. Cielom je
kvantitativny vysledok.

V teodrii riadenia sustav to je pripad riadenia bez spdtnej vizby, teda
jedna sa o ovladanie (nutenie).

Vzajomna poloha (konfiguracia) bodov atelies sustavy je dana

suborom kartezianskych stradnic polohy {Xi Y Z i}

Stav (okrajové podmienky v konfiguracii) bodu a telies ststavy je
dany suborom kartezidnskych suradnic polohy aich derivacii

(rychlosti) {X,. Y, 2, %Y, 2 }

i=1,2,.,N *

Pristup analytickej mechaniky

Ciel'avedomy pristup

Ugelovy (teleologicky) pristup analytickej mechaniky vychadza zo
vSeobecného pohladu na ststavu a okolité prostredie ako na celok
a namiesto vektorovych pohybovych rovnic pre kazdy prvok ststavy
v analytickej mechanike vyuzivame zovseobecnené principy, ktoré
vyuzivaju skalarne veli¢iny (kineticka energia, praca,..).

Celok sa sprava ucelne, cielavedome tak, aby splnil danti globalnu
poziadavku (ucel, ciel') v kazdom okamihu od vychodiskového
po kone¢ny stav. Pri okamzitom rozhodovani celok kond lokalne ale
mysli globalne.

Cielom je kvantitativny aj kvalitativny vysledok.

V tedrii riadenia sustav to je pripad riadenia so spétnou vézbou, teda
ide 0 regulaciu a vo vyspelej forme spravania Sa slstavy o
samoregulaciu (dobrovolnost).
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Diferencial dt

Variacia 6q

Ak sa Cas t v urCitom okamihu zmeni o nekone¢ne maly prirastok

(diferencial) dt, veli¢ina q(t) sa tieZ zmeni 0 diferencial dq.

Ak v Case t = x pripo€itame k funkcii y = f(x), ktord reprezentuje

fyzikalnu veli¢inu f, hodnotu eg(x), kde g(X) je Tubovolna
,rozumna“ funkcia a ¢ je konstanta s hodnotou bliziacou sa k nule,
potom vyraz 8q = ¢g(X) nazyvame izochronnou varidaciou funkcie 'y
= f(x). Zmena 3q(X) nastava v rovnakom okamihu t = x ako zmena
funkcie y = f(x), to znamena, Ze sa realizuje pri zastavenom case.
Zaciato¢né a kone¢né hodnoty funkcie y = f(x) a variovanej funkcie
y = 6f(x) su na danom intervale (Xgr, Xo) rovnaké a prebiehaa vo
vazobnej rovine O (X,Y).

Ak by sme zvolili 6f = df a pokusili sa vzniknuty vyraz integrovat,
to by znamenalo, ze v zastavenom Case x = t pridame K funkcii q(x)
hodnotu £4(x), teda bod q(x) sa premiestni a variaciu by sme uz
nemohli volit' 'ubovolne (napriklad nulovi v koncovych bodoch
integracného intervalu), lebo by bola dana hodnotou derivacie tejto
funkcie.

5f(a)

Diferencia Ax

Derivacia f'(x1)
Diferencial df(Ax)
Diferencial df(dx)
Deviacia Df(Ax)

Variécia o6f(a)
Aproximacia

dx(a) Xo = a+h

Ax=h

h 4

Obr.1 Priebeh funkcie y = f(x) a jej variacie y = 6f(x)

Pre kone¢ny prirastok (rozdiel, diferenciu) Ax=h premennej x sa
hodnota funkcie y = f(x) zmeni o prirastok (rozdiel, diferenciu) Ay =
Af(Ax).

Rovnicou f '(X1) = Ay1/Ax; = tga je dana derivacia funkcie y = f(x)
v bode X;.

Diferencial df(Ax) funkcie y = f(x) pre konecny prirastok (rozdiel,
diferenciu) Ax = h v bode x; = a je df(Ax) = f (a)Ax.

Diferencial df(dx) funkcie y = f(X) pre nekone¢ne maly prirastok
(diferencial) dx(a) v bode x; = a je df(dx) = f (a)dx.

Deviacia Df(Ax) je odchylka pri nahradeni rozdielu (diferencie) Ay
= Af(Ax) diferencidlom df(Ax).

Variacia 6f(a) funkcie y = f(x) prebieha v zastavenom Case x = a .
Newtonova aproximacia je nahradenie nelinearnej funkcie y = f(X)
v bode x; = a priamkou (doty¢nicou).
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Historicky vyvoj fyziky
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V prirode pozname Styri silové interakcie: 1. gravitacnt, 2. elektromagneticku, 3. silna a 4.
slabi. Gravitacna interakcia posobi na vsetky castice bez vynimky, ale pre gravitaénu
interakciu kvantova tedria predpoklada existenciu zatial’ hypotetickych intermedialnych Gastic:
gravitonov. Elektromagneticka interakcia posobi len na Castice s elektrickym nabojom, silna
interakcia pdsobi na hadrony (hadros = silny) - hadrony delime na mezony zlozené z kvarkov a
antikvarkov a baryony zlozené z troch kvarkov. Slaba interakcia posobi na leptony a hadrony.
V stc¢asnosti prebieha integraény proces - snaha o jednotny opis fyzikalnych javov.

Spoznanim spolo¢nej podstaty elektrickych a magnetickych javov (Oersted, Faraday, Maxwell)
a vnikla v minulom storoc¢i tedria elektromagnetického pola.

Po vzniku kvantovej tedrie sa objavila prislusna kvantova analdgia - kvantova elektrodynamika
a kvantov4 teoria elektromagnetického pola.

V relativne nedavnej dobe sa podarilo "spojit™ elektromagneticku a slabu interakciu do teorie
elektroslabej interakcie (Weinberg, Salam).

Teraz prebiehaju intenzivne pokusy pripojit’ K tedrii elektroslabej interakcie este interakciu
silnu (vel'ké zjednotenie) a s gravita¢nou silovou interakciou utvorit’ tedriu ,,vSetkého®.
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Historicky vyvoj analytickej dynamiky

Isaac Newton (1643-1727)

Prvou ucelenou tedériou pohybu mechanickych sustav bola Newtonova formulacia klasicke;j
mechaniky v Matematickych principoch prirodnej filozofie (1687). Zakladnym zakonom
tedrie bol druhy Newtonov zakon, oznacovany tiez ako pohybovy zakon, pretoze sa z neho dalo
stanovit’ po akej krivke sa bude pohybovat hmotny objekt, na ktory pdsobi dana sila: "Zmena
pohybu je timernd pésobiacej sile a deje sa pozdlz nositelky pésobiacej sily." Inymi slovami, ak
na konkrétne teleso s konkrétnou hodnotou hmotnosti a hybnosti posobi konkrétna sila, tak ho
nuti, aby sa pohybovalo po konkrétnej drahe. Aj ked’ sa rozne objekty sa podriad’uju tomu
istému zakonu, lenze zo zakona sa nedaju ziskat ani objekty (s konkrétnou hodnotou hmotnosti
a hybnosti, na ktoré pdsobia konkrétne sily) ani odliSnosti medzi nimi. Pre kazdy konkrétny
pripad (sily, hybnosti, hmotnosti, pohybu) treba hl'adat’ novy postup riesenia mechanickej
ulohy.

Leonhard Euler (1707-1813)

Dalsi krok vo vyvine mechaniky urobil Euler, ked’ preformuloval druhy Newtonov zakon.

Eulerova formulécia pohybového zékona sa 1iSi od Newtonovej v tom, zZe:

1.  pribudla vzt'azna sustava - zrychlenie a definujeme bud’ cez F2 a m2, alebo cez F1 aml,

2.  dostavame vSeobecny zdkon v podobe diferencidlnej rovnice, ktord poskytuje moznost’
univerzalnym spdsobom riesit’ akékol'vek mechanické tlohy.

Jean Baptiste le Rond d ’Alembert (1717-1783)

1.  d’Alembertov princip meni dynamickd tlohu o pohybe uc¢inkom sily na statickd tlohu o
rovnovahe viacerych sil. Inymi slovami zrovnopraviiuje pokoj a pohyb, ¢ize opat
nastoluje rovnovdhu, ktora sa porusila pri prechode od statickej rovnovahy k
dynamickému pohybu;

2. zavedenim novej zotrvacnej Sily zjednotil a zrovnopravnil vsetky druhy sil: aktivne sily,
sily od vdzby 1 sily zotrvacnosti;

3. vdaka tomu sa do jedného opisu zjednotili rézne druhy pohybu:

a) pohyb vol'nej ¢astice (F = O, R = 0),
b) Castice bez vizby pohybujucej sa G¢inkom sily F (R = 0),
¢) viazanej Castice (nenulové R) pod ucinkom sily F.

Joseph Louis de Lagrange (1736-1813)

Vyvrcholenim vyvoja klasickej mechaniky boli prace Josepha Louisa Lagrangea, zaviSené

vydanim jeho Analytickej mechaniky (1788). Lagrange vyslovil princip virtudlneho

premiestnenia: "4k hmotny bod viazany obojstrannou hladkou vizbou je v rovnovaznej polohe,
elementarna prdaca aktivnych sil sa pri lubovolnom virtudlnon premiestneni Z tejto polohy
rovnd nule."

Kombinéciou principu virtudlneho posunutia a d”Alembertovho principu (tzv. Lagrangeov-

d"Alembertov princip) potom J. L. Lagrange odvodil v§eobecnt rovnicu mechaniky.

Ked napokon Lagrange zaviedol tzv. zov§eobecnené stradnice a zovSeobecnené sily, dostal zo

spominanej rovnice dve sustavy diferencidlnych rovnic: Lagrangeove rovnice prvého druhu a

Lagrangeove rovnice druhého druhu. Z nich sa dajt ziskat”:

1.  charakteristiky pohybu akejkol'vek ststavy telies: vol'nej v SirSom zmysle (bez vizby i
bez ucinku akychkol'vek sil), telies bez vizby pod ucinkom sily i1 viazanych telies, na
ktoré pdsobia sily,

2.  pohybové rovnice pre ten najvSeobecnejsi pripad
a) pre akykol'vek pohyb (vol'ny, viazany),
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b) pod ucinkom sily akéhokol'vek povodu (gravitacnej, elektrickej, magnetickej a i.),

¢) pre konzervativne i nekonzervativne typy sil,

d) vzhl'adom na akykol'vek typ stradnic, ¢i uz maju nejaky geometricky vyznam, alebo

charakterizuju iba stupne volnosti v najsirSom zmysle slova (zovSeobecnené sturadnice).
D4 sa povedat, ze tym sa zavisil vyvoj mechaniky ako opisu mechanického pohybu hmotnych,
teda latkovych objektov - Ci uz je tento opis charakterizovany ako zmena geometrickych
suradnic v ¢ase alebo ako ¢asova zmena akychkol'vek charakteristik prislusného poctu stupniov
volnosti.

Carl Gustav Jacobi(1804-1851) a William Rowan Hamilton (1805-1865)

Vyvin mechaniky sa koncom 18. storo¢ia nezastavil, ale pokracoval aj v 19. storo¢i, menovite v
pracach C. G. Jacobiho a W. R. Hamiltona. Hamilton sformuloval vSeobecny princip, na
zéklade ktorého zjednotil opis pohybu castic i Sirenia svetla. Teda z Hamiltonovho principu
vyplyvaju tak Lagrangeove rovnice pre opis pohybu latkovych objektov, ako aj rovnice vinovej
i geometrickej optiky (zjednotenie roznych pohl'adov na povahu svetla z hl'adiska opisov jeho
Sirenia). Z Hamiltonovho principu minimalneho u€inku sa daju odvodit’ vSetky predchédzajice
variaéné principy, nech uz boli v minulosti odvodené v oblasti optiky ¢i mechaniky, teda
Heronov, Fermatov, Leibnizov, Maupertuisov 1 Eulerov princip. Okrem toho sa v
Hamiltonovom formalizme tUplne abstrahuje od konkrétneho tvaru drahy, po ktorej sa objekt
pohybuje, lebo Uc¢inok je iba funkciou zaciatocnych a koncovych stradnic.

Principy v analytickej mechanike

V analytickej dynamike st dispozicii jednak diferencialne principy platné pre nekone¢ne malé

zmeny veliéin aj integralne principy pre kone¢né zmeny veli¢in s kombinaciou nevariaéného

principu a variacného principu na formuléciu podmienok pre extrém veli€iny pri jej nekonecne

malej, alebo kone¢nej zmene v rdmci moZnych stavov.

a) Podla tohto triedenia medzi diferencidlne nevaria¢né principy patria najpouzivanejsie
Newtonove zdkony a Lagrangeove rovnice prvého a druhého druhu a

b)  do skupiny diferencidlnych varia¢nych principov patri najjednoduchsi princip virtualnych
prac a D"Alambertov princip, najvSeobecnejsi Gaussov princip najmenSieho nitenia a
Hetzov princip najpriamejsej drahy.

c) Do skupiny integralnych nevariaénych principov patri princip zachovania energie a

d) medzi integralne variaéné principy patri Marpertuisov, Eulerov a Jakobiho princip
najmensieho U¢inku a najddlezitejsi Hamiltonov princip.

Hamiltonov varia¢ny princip

Kazdy zo diferencialnych, alebo integralnych principov mé svoje Specifické poslanie no pre
algoritmizaciu numerickej integracie zmieSanej Sustavy diferencidlnych pohybovych
a algebrickych vdzobnych rovnic DAE sa najlepSie osvedc¢il Hamiltonov variaény princip:

t a b

Sl %O [(L+Y Far Tag + 2 A @)dt=0
t k=1 j=1

ol  je variacia funkcionalu |, pre ktory h'adame extrém

L =E,- E; je Lagrangian ako rozdiel kinetickej E, a potencidlnej E, energie systému

F,. suakénésily, k=12,..,a
T, susprievodice posobisk akénych sil F,,
A; st Lagrangeove stcinitele, j=12,...b

S

Je aritmeticky vektor vdzobnych rovnic @
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Eulerove-Lagrangeove rovnice
Z Hamiltonovho integralneho varia¢ného principu vyplyvaju pohybové diferencialne Eulerove-
Lagrangeove rovnice druhého rédu

d, oL

(=Y (—Y=-N"F x ,1=12,..

GG SR 2,

d 8L Ak a

p a—_)—(—_)—ZFAk Zﬂ, X 9

kde @ je aritmeticky Vektor celkoveho poctu ¢ zovseobecnenych suradnic ¢ ; , i=1,2,....C

F,. je pocet aakénych sil a @ je aritmeticky vektor podtu b vizobnych nelinearnych

algebrickych rovnic @;.

Druhy suradnic polohy

- ak ma zovieobecnena stradnica polohy rozmer dizky, zovieobecnena sila ma rozmer sily,

- ak ma zovSeobecnena suradnica polohy rozmer uhla pootocenia, zovseobecnena sila ma
rozmer viazaného momentu,

Druhy vazieb

Holonémna vizba:

- vidzobna funkcia obsahujtce len suradnice polohy (alebo primitivnu funkciu rychlosti),
- obmedzuje len polohu telesa,

- nazyvame ju geometricka vézba,

Neholonémna vézba:

- vézobna funkcia obsahujtca stiradnice a rychlosti,

- sucasne obmedzuje polohu aj rychlost,

- nazyvame ju kinematicka vézba (alebo diferencialna-vystupuje v nej derivacia podla ¢asu),
Idedlna geometricka vizba,

Geometricka vézba s pasivnymi odpormi.

Druhy sil

Ak¢ené sily mozu byt’ viazbové (nepracovné reakcie) a pracovne,

pri idedlnych vézbach (neuvazujeme pasivne odpory) nie je rozdiel medzi silami reakénymi a
vidzbovymi a tiez nie je rozdiel medzi pracovnymi a akénymi silami.

Pojmy v analytickej mechanike
q,,i1=12,..,C je zovieobecnena stradnica polohy,

dq, je diferencial zovseobecnenej stiradnice polohy q ;,
dr, = Z%dq . Je diferencial polohového vektora,
q;

oQ je virtualne premiestnenie zovseobecnenej suradnice polohy q ;,

or, = Z%&q . Je virtualne premiestnenie koncového bodu polohového vektora,

Q= il_:i.% je zovSeobecnena sila,

n
oW =3 0Q,6q, je virtuadlna praca zovseobecnenych sil v rovnovaznom stave,
i=1
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n __
OW =3 (F, —m,a,)JT,; je virtudlna praca akénych a zotrvaénych sil pohybujucej sa sustavy,
i=1

n __ .
OP =Y (F,—ma,)oT,; je virtualny vykon akénych a zotrvaénych sil pohybujticej sa ststavy.
i=1

Princip virtualnych prac

Ak sa vol'né teleso v rovnovaznom stave, (teda pri pésobeni rovnovaznej sustavy sil a silovych
dvojic je v pokoji, alebo kona rovnomerny priamociary pohyb) virtualne premiestni, vysledna
virtudlna praca 6W akénych silovych ucinkov na virtualnych premiesneniach, ktoré prebiehaju
V zastavenom cCase (realizuju se okamzite, su izochronne), bude nulova W =0.

Virtudlne premiestnenia 6¢; (posunutia a pootocenia) st len testovacie premiestnenia, ktoré sa

mozu, ale nemusia uskuto¢nit’, teda patria do mnoziny geometricky a kinematicky pripustnych
zovSeobecnenych premiestneni posobisk zovSeobecnenych sil, ktoré im umoziuju vdzobné
podmienky. Virtualne premiestnenia su nekone¢ne malé, aby nebolo potrebné brat” do uvahy
zmenu vzajomnej polohy (geometrickej konfiguracie).

Ak by sa virtualne premiestnenia uskuto¢nili v redlnom case, boli by to diferencialy a vykonana
elementarna praca by sa za danych podmienok mohla integrovat’. Potom by bolo potrebné vziat
do tvahy zavislost’ zovSeobecnenych sil na zovSeobecnenych premiestneniach.

Virtudlna praca akénych silovych ucinkov (vo forme zovSeobecnenych sil na virtudlnych
premiestneniach-izochronnych variaciach zovseobecnenych stradnic polohy) pdsobiacich na
teleso alebo na sustavu telies v rovnovaznom stave bude nulova:

6W=iQi5qi =0
i=1

Tato rovnica nahradza rovnovazne rovnice dynamickej sustavy, ktoré treba pisat’ pre jednotlivé
telesa zo sustavy uvolnené od vizieb a tym, Ze neobsahuje neakéné vizobné sily (teda reakcie),
ma mensi pocet velicin a vypocet zovSeobecnenych suradnic polohy pre rovnovazny stav sa
zjednodusi.

Princip virtualnych vykonov pohybujucej sa sustavy bez pasivnych odporov
oP = ¥ (F,—ma)st, =0
i=1

mechanicka sustava sa pohybuje tak, aby sa algebricky stéet virtualnych vykonov sil
pracovnych (ak¢énych) sil a zotrvac¢nych sil rovnal nule.



