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2-25510 Technicka mechanika I

9. Prednaska
Kinematika bodu, translacny, rotacny a vseobecny pohyb telesa

Ciele v kinematike. Premiestfovanie suradnicovej sustavy po priestorovej
krivke. Priamociary pohyb bodu. Translacny pohyb a rotacny pohyb telesa.
Stred otocenia telesa o konecny uhol, okamzity stred pootocCenia. Riadiace
krivky (polddie) vSeobecného pohybu telesa. Nahradenie vSeobecného
pohybu telesa valenim poldédii a ich vyuzitie v mechanizmoch. Ako
Cauchy-Poisson navrhli nahradit vSeobecny rovinny pohyb telesa.
VSeobecny vztah na derivaciu vektora v réznych priestoroch. Rovnice na
vypocet tvaru polédii.

1. Ciele v kinematike.

V Kinematike sa zaoberame opisom polohy, rychlosti a zrychlenia
nehmotnych a nedeformovatelnych Utvarov (volny a viazany bod, volné a
viazané teleso, suUstava viazanych telies) pri nasledovnych druhoch
pohybu:

druhy pohybu bodu:

- priamociary,

- krivodiary: v rovine, v priestore,

druhy pohybu telesa:

- translacny: priamociary (posuvny), krivociary,

- rotacny,
- vSeobecny v rovine: rozklad a) Cauchy-Poisson (translacny (A)
+ rotacny (okolo A),
b) suCasné pohyby (unasavy, lokalne
relativny, vysledny)
- sféricky,

- vSeobecny v priestore: rozklad a) Cauchy-Poisson (translacny (A)
+ sféricky (okolo A),
b) Mozzi-Chasles (skrutkovy),

2. Premiestnovanie suradnicovej sustavy s jednotkovymi vektormi

t, N, b po priestorovej krivke (a)

Suradnicova

sustava t, n, b Pri zvarani dveri automobilu treba polohovat zvaracie
elektrody E,, E, tak, aby sa stred A zvaracej hlavice
premiestioval po priestorovej krivke (a), (krivociary
priestorovy pohyb bodu A) a aby elektrody E, E,
vzdy lezali na hlavnej normale n krivky (a) (obr.1)
(vSeobecny priestorovy pohyb zvaracej hlavice).
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Obr.1 Suradnicova sustava A (t, n, b ) zvaracej hlavice.

Okamzita rychlost

Okamzité
zrychlenie

Okamzitd rychlost v koncového bodu A polohového
vektora T mozeme vyjadrit ako limitu
lim AT _dr
At—>0 At dt
Uvazujme s=AA, ako oblukovu suradnicu polohy
bodu A, voci bodu A, , potom ds je nekonecne mala
lim AT
AT =0
okamzita rychlost bude potom
_ dr drds -
V:—:——:t
dt ds dt

kde t je jednotkovy tangencialny vektor 3—T=T
S

veli¢ina ds=

vektor K krivosti z diferencianej geometrie
I
ds R

kde R je polomer oskulatnej kruznice, ktora

nahradza drahu (a) v okoli normaly drahy (a) bodu
A. Stred krivosti S, nekruhovej drahy (a) bodu A pri

vSeobecnom pohybe telesa je stred oskulacnej
kruznice.

|

Okamzité zrychlenie koncového bodu A polohového
vektora T je

_av d(ST) — .dt _
aAa=—= :St+s_: t+an

dt dt dt
_ — a2
dt _d_t%:Rsziﬁg, a,=5t,a _S 5

dt  ds dt R
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Vo vSeobecnosti pre krivociaru drahu koncového bodu

A polohového vektora T plati éii—\::at (obr.5).

Pre tangencidlne zrychlenie bodu na priamodiarej

drahe plati

L0V dvas_dw)
Y dt dsdt 2ds

3. Priamociary pohyb bodu telesa

Priklad.

V Case t=0 sa automobil na obr.2
rozbieha z nulovej rychlosti v=v,

konstantnym  zrychlenim a=a,
(priamocdiary rovnomerne zrychleny

pohyb bodu Ty ). Integraciou vztahu

a :?j_\t/ treba ziskat

c

rovnicu pre
vypocet rychlosti a drahy v Case t.
RiesSenie:

Pre okrajové podmienky

t=0, v=v,, s=5;
bude

v t

jdv:acgdt ,V-Vy=a.(t-t,),
Vo

V=V, +act

S t

[ds=[(v,+at)dt ,

Sq 0

s= s, +V,t +0.5a.t?

"]

T V = Vg a=a.
0 g\ _ _ T
D, > > O It
S\
T .
O1=A S B X1
" s

Obr. 2 Priamociary pohyb bodu Ty

, a,ds=vadv
A
s
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al, 2 + vg t
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v ?y
al, t2 _— A
at
Vo tan @s
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Obr.3 priebehy drahy, rychlosti a
zrychlenia
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4. Translacny pohyb telesa

Translacny pohyb

Y1 4

h 4

Translacny pohyb telesa (priamocdiary pohyb
automobilu na obr.2 aj krivociary pohyb hojdacky na
obr.4) mézeme reprezentovat jednym bodom, lebo
vSetky body maju rovnaky tvar drahy, rovnaku
okamzitd rychlost aj rovnaké okamzité zrychlenie.

o

@ T

T B (g

<

(b)

Obr.4 Translacny krivociary pohyb  Obr. 5 Rotacny pohyb sprievodica

telesa AB

5. Rotacny pohyb telesa

Rotac¢ny pohyb

Obr.6 PootocCenie ramena

Nech sa polohovy vektor T, ktory na obr.6
predstavuje rameno zvaracieho robota pootodi z
vychodiskovej polohy T, do konecnej polohy T, okolo
kolmej osi s jednotkovym vektorom €.

Draha koncového bodu A sprievodi¢a T je kruznica
(a), pricom [F|=r a |F,|=r.

Obr.7 Pootocenie ramena o
o konecny uhol Ag. nekonecne maly uhol d¢
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Obvodova rychlost

Zrychlenie

Ak zmenSime konec¢ny uhol A¢p pootocenia

polohového vektora T na nekonec¢ne mald hodnotu
dep (obr.7), potom nositelka vektora dr bude

doty¢niva t kolma na hlavnd normalu n ktord je
nositelkou polohového vektora 7.
Orientovany uhol dp s velkostou dg uhla pootocenia

je kolmy na polohovy vektor T.

Podla pravidiel vektorového sucinu je

dr =dpxT (1)
Nakolko nekonecne malé veli¢iny df a dp sa za
nekonecne maly ¢as dt zmenia ale konecna veli¢ina 7
sa za nekonecne maly c¢as dt nezmeni, potom
dostaneme

ar_do ¢ (2)
dt dt

Lava strana rovnice (2) je vektor v okamazitej
rychlosti koncového bodu A sprievodic¢a na obr. 7 a
nekonec¢ne mala ¢asova zmena orientovaného uhla

dp je vektor @ okamzitej uhlovej rychlosti rotacie

polohového vektora T, teda

V=mxT (3)

Rovnicu (3) pre vypoCet vektora Vv okamazitej

rychlosti koncového bodu A sprievodi¢a T odvodil

Euler.

Vektor a okamzitého zrychlenia koncového bodu A

sprievodi¢a T ziskame derivaciou vektorového sucinu

v rovnici (3)

E:d—vzd(a)xr)zd—waJra_)xd—r (4)
dt dt dt dt

OznaCme a vektor okamzitého uhlového zrychlenia

rotacie polohového vektora T, potom

A=axT+DxV (5)
Prvy Clen v rovnici (5) vyjadrime v tvare
axT=a€xT=art =a,t (6)

Ak v druhom ¢lene rovnice (5) za vV dosadime z
rovnice (3) dostdvame dvojnasobny vektorovy sucin
ox(@xT)=o(o.T)-T(0.0)=—-Te’ =ro’N=an (7)
Po dosadeni (6), (7) do rovnice (5) dostaneme vektor
a=axT+awxV okamzitého uhlového zrychlenia rotacie
polohového vektora T

a=art +ro’n (8)
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6. Stred otocenia telesa o konecny uhol, okamzity stred pootocenia

Druhy pohybov

Vstupny hnaci ¢len 2 (kluka) na obr.8 v klukovom
mechanizme kona voci ramu 1 rotacny pohyb 2/1,
piest 4 kona vodéi ramu posuvny pohyb 4/1, a
spojovaci ¢len 3 (ojnica) kond voci ramu vseobecny
pohyb 3/1 (nie je to ani rotacia ani posuvny pohyb).

B1‘: 4 A,

- & ___.,._. [T 1Q/ N a2

A

7 s
1 P Yy
.
.

P=31=080=8 1=K,

Obr.8 Klukovy mechanizmus vo vychodiskovej polohe (0O;A;1B;) a konecnej

Konecny uhol
pootocenia

Okamzity stred
otocenia

polohe (0;A;B5).

Pohyblivi rovinu so spojovacim &lenom AB mdZeme
otoCit z vychodiskovej polohy AB, do konecnej
polohy A,B, okolo stredu otoCenia S, =o0,x0,

(prieseCnik osi  Useliek) s konecnym uhlom
p=<x(ASA,)=<«(BS,B,).

Ak zmensSime konec¢ny uhol ¢ otolenia na nekonecne
maly uhol d¢, potom rovina so spojovacim clenom
AB sa premiestni z vychodiskovej polohy AB, do
nekoneCne blizkej polohy pootoCenim  okolo
prieseCnika S, normal n,,n, k draham (a), (b) bodov
A B, S =n,xng,.
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PrieseCnik S,, ktory je bodom z nepohyblivej roviny
ramu 1, sa prekryva s bodom K, zo spojovacieho

Clena 3, ktory ma v tejto polohe nulovd okamzitu
rychlost voéi 1 a nazyvame ho okamzity stred
otoCenia S, =(0S0,,), =31=K, spojovacieho ¢lena 3 do

nekonecCne blizkej polohy. Ak je spojovaci clen
mechanizmu v polohe A,B,, potom prislusny
prieseCnik S, =(0S0O,,),=n,,xn,, je novy okamzity
stred otoCenia S, spojovacieho cClena 3 do nekonecne
blizkej polohy.

7. Riadiace krivky (polédie) vSeobecného pohybu telesa

Nepohybliva polddia

Pohybliva polddia

Riadiace krivky

Rychlost u

Stred krivosti drahy

Spojnicu  okamzitych stredov otacania {S;} pri

vSeobecnom pohybe 3/1 spojovacieho clena 3 vodi
ramu 1 zakreslenu v nepohyblivej rovine nazyvame
nepohybliva polddia k. .

Ked trojuholnik A(A,B,S,) s usecCkou A,B, na obr.8
premiestnime do vychodiskovej polohy usecky AB,,
na mieste povodného bodu S, dostaneme bod K,,
ktory je bodom pohyblivej roviny spojovacieho clena
3 (ojnice) a spojnicu bodov {K;}, ktoré ziskame
zovSeobecnenim premiestiiovania  trojuholnikov
A(ABS)—A(ABK,) nazveme pohybliva polddia k,,,
ktora je sucastou spojovacieho ¢lena 3.

VSeobecny pohyb 3/1 spojovacieho ¢lena 3 voci ramu
1 mobzeme nahradit valenim pohyblivej polddie k,,
ktord je sucastou spojovacieho d¢lena 3 po
nepohyblivej polddii k, (riadiace krivky vSeobecného
pohybu 3/1 spojovacieho ¢lena 3 voci ramu 1).
Dotycnica t, polddii k, a k, je nositelka okamzitej
rychlosti U premiestfiovania dotykovych bodov S a
K po polddiach, pricom dotykovy bod Snie je bodom
nepohyblivej roviny ramu 1 a dotykovy bod K nie je
bodom pohyblivej roviny spojovacieh c¢lena 3.

Stred krivosti S, nekruhovej drahy (a) bodu A pri
vSeobecnom pohybe telesa je stred oskulacnej
kruznice, ktora nahradza drahu (a) v okoli normaly
drahy (a) bodu A, pricom stred krivosti drahy nie je
zhodny s okamzitym stredom otacania S, =0SO .
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Ked je draha bodu (a) kruznica, potom stred S,
krivosti drahy (a) je totozny so stredom tejto kruznice

aj s okamzitym stredom otacania 0SO.
Ked je draha bodu (a) priamka, potom stred S,

krivosti drahy (a) je nevlastny bod na normale, ako aj
okamzity stred otacania 0SO.

8. Vyuzitie riadiacich kriviek v mechanizmoch

Vyuzitie valenia pohyblivej polddie po (nepohyblivej) pevnej polddii

V praxi.
Ortocykloida pohybliva polddia: pastorok, pevna polddia: ozubeny
hreben
B4
0 O
kH
B2 As
2
0 O Or
S3 S2 ke A1= S1= K4

Obr. 9 Valenie kolesa (pohyblivej polddie ky) po ceste (nepohybiva polddia
kp), draha bodu kolesa pri valeni: ortocykloida.

ky planétové koleso 3 C

spojovaci €len 4 (ojnica)

ke korunové koleso 1

Steinerova hypocykloida
C2

Obr. 10 Mechanizmus s vydrzou, odvalovanie planétového kolesa
(pohyblivej polddie ky) po korunovom kolese (nepohybiva polddia kp).
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spojovaci &len 3

S —

|
I
l zdvih zdvihaka pootocCenie kluky
I
|

L/

Di |
|

Obr.10 Mechanizmus presného uzatvaracieho ventila

9. Ako Cauchy-Poisson navrhli nahradit vSeobecny rovinny pohyb
telesa fiktivhym posunutim a fiktivnym pootocenim.

Poloha

Rychlost

Polohovy vektor T,, bodu B, zo spojovacieho Clena 3
voci rdmu 1 mobzeme zapisat ako sucet

TBBl = TA31 + TBA ( 1 )

Vo vSeobecnosti plati, Ze ¢asova derivacia polohového
vektora so sUradnicami v priestore {a}, v tom istom
priestore {a}, je vektor okamzitej rychlosti so
suradnicami v tom istom priestore {a}.

V rovnici (1): Tgy =Tay+Teasw Maju vSetky vektory
sUradnice v priestore 1.
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(B2) T

Obr.11 Zobrazenie nahradenia vSeobecného rovinného pohybu telesa
fiktivnym posunutim a fiktivnym pootocenim.

Derivaciou rovnice (1) [Tga]i=[Fas]i+[Fens]: ziskame
rovnicu (2) pre okamzité rychlosti

Vs = Vag + Vs (2)
Rovnicu (2) navrhli Cauchy (1827) a Poisson (1834)
na nahradenie vSeobecného rovinného pohybu 3/1
telesa 3 vzhladom na ram 1 fiktivnhym posunutim
ktoré reprezentuje zvoleny vztazny bod A z Usecky

AB, ktord sa premiestni z vychodiskovej polohy AB,
do prechodnej polohy A,(B,); a do konecnej polohy
A,B, sa premiestni fiktivnym pooto¢enim okolo
vztazného bodu A.

Casova derivacia polohového vektora T,, so
suradnicami v priestore {3} je odla Eulera okamzitd
obvodova rychlost

Vaaar = 031 X Tga (3)
bodu B vzhladom na bod A pri fiktivnej rotacii
usecky A,(B,); okolo vztazného bodu A v polohe A,.
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Obr.12 Znazornenie vektorovej rovnice Vg, =V, +Vgas -

Graficka
konstrukcia

Zrychlenie

Pre dand rychlost Vv, zostrojime rychlost
Vs = Vag +Vgay (0Dr.12).

Zrychlenie a,, bodu B, ziskame derivaciou podla
casu

o 1. d . _
[\7331] 1= [VA31] 1t a(wiﬂ X Tgp )

Qg = 8pg + 0y X Tgp + 03 X Vpy (4)

10. V$eobecny vztah na derivaciu vektora v réznych priestoroch.

Poloha pélu P

Spojovaci c¢len 3 klukového mechanizmu na obr.13
kona vzhladom na rdm 1 vSeobecny pohyb 3/1. V

okamzitej polohe A,B, bod C zo spojovacieho clena

3, Ce3 je na rovnakom mieste ako okamzity stred
otacania C=31 a preto ma nulovi okamzitl rychlost
Ve, =0. Polohovy vektor pélu P (okamzitého stredu

otoCenia) vocli zaciatku O, globalnej suradnicovej
sUstavy telesa 1 je dany suctom
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Moy = TA31 + Tps ( 1 )

V a31

Vpi=VvVp2=U

P=31=S,=K=C

rer=(rps

Obr.13 Klukovy mechanizmus s pevnou polddiou k., a pohyblivou polédiou
k,. Polohovy vektor (7.), urCuje zaciatocnu polohu P=S, vodi O,, a (F,,),
odpoveda konecnej polohe A,B, spojovacieho Clena 3.

Rychlost polu P Na ziskanie okamZitej rychlosti premiestriovania polu
P pozdlz pevnej polddie k, a pohyblivej k,, polddie je
potrebné derivovat rovnicu (1) v priestore {1}:
[TPl] i: [FA31] i"' [Tps] 1 (2)
Polohovy vektor T,, ma stradnice v priestore {3 }
Tog :(?Ps'Ts)Ts"'(TPa']s)]s (3)
Preto derivacia [T,,]; polohového vektora T,, v inom
priestore {1} vyzaduje aby sme odvodili vSeobecny
vztah na derivaciu vektora v rdznych priestoroch.

Oznac“:me_
Mosx :Tps' i3 (4)
Fpay =Tes" I3 (5)

suradnice vektora T,,. Derivacie suradnic ry, a ry,
polohového vektora T,, (ako sucin) budd suradnice

Ve » @Nd Vv, Okamzitej rychlosti v,, bodu P

d
Viax =arP3x (6)
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[Tes] 1

Zovseobecnenie

d

:(a

d
Vpsy :arpsy (7)
potom

d_t3+(arP3y)J3+rP3yE (8)
Derivacia jednotkovych vektorov i, a j, rotujlcich

uhlovou rychlostou ®,, je vektorovy sucin

rP?:x) |3 + rP3x

di, _ -

d—t3=0)31>< 13 (9)
resp.

di. _ =

ﬁz(’oi’:lx J3 (10)
Potom mo6zeme pisat rovnicu (8) v tvare

[Tps] = [Tps] o 03y X Tpg (11)
nakolko

[Tps]'sz \_/PS (12)
a ako vidime z obr.12

O X Tp3= = Vg (13)

Po dosadeni (13) do (2) ziskame rovnicu pre vektor
okamzitej rychlosti

Ver = Vag +Vp3 = Vg (14)
z ktorej vyplyva, ze rychlosti Vv, , resp. V,
premiestfiovania dotykového bodu P pozdiz polddii
su v priestore {1} rovnaké.

Vo, =Vo, =T (15)
Nositelka okamzitej rychlosti U je dotyCnica t, k
polédiam k, a k.

VSeobecny vztah pre derivaciu vektora T,, v inom
priestore {b} ako je priestor {a} v ktorom ma
vyjadrené suUradnice zovSeobecnime podla vztahu
(11) [Tos]i=[Tes] 5+ ®y x Tpy do tvaru

[TPa];J:[TPa];+(T)abfoa (16)
kde derivaciu vektora T,, v priestore {b} vyjadrime
ako sucet derivacie vektora T,, v priestore {a} v
ktorom ma vyjadrené suradnice a vektorového sucinu
vzajomnej uhlovej rychlosti priestorov {a},{b} s

vektorom T,, so stradnicami v priestore {a}.
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11. Rovnice na vypocet tvaru pohyblivej k, a pevnej k, polodie

Rovnice k,, ki,

Vyuzime rovnicu Vg, =V, +V., podla toho ako

Cauchy a Poisson navrhli nahradit vSeobecny pohyb
3/1 teraz pre bod Ce3:

Vear = Vag +Vean (17)
Vzhladom na C=31 je okamzita rychlost
Vg =0 (18)

a obvodva rychlost v, podla Eulera pri fiktivnej
rotacii T,, okolo vztazného bodu A bude

Veaar = 031 X Tpg (19)
Ak vynasobime vektorove rovnicu (17) o, zlava

0= By XV 5, + @y X (@, X Tpg) (20)
po Uprave dvojnasobného vektorového sucinu
dostaneme vektor T,

Toy = (’)31X‘2’A31 (21)
Mgy
Ak budi mat vSetky vektory v rovnici (21) suradnice

v priestore {3}, potom spojnica koncovych bodov
vektora T,, je pohybliva polddia k,, (obr.13) a rovnica

(21) v maticovom zdapise vektorového sucinu je
rovnicou pohyblivej polddie k,, :

1 T3 ]3 kS_
Fu=—| 0 0 @,k (22)
31

VASl " T3 vA?:ZI. 'TS O

Ak dosadime vektor T,, z rovnice (21) do rovnice
T, =T, +T., @ vSetky vekory budd mat sdradnice v
priestore{1 }

1 i1 Tl I(1
T, 0 0 @k (23)

VA31' I vASl'Tl 0
potom spojnica koncovych bodov vektora T,, (obr.13)
je pevna polddia k, a rovnica (23) je rovnicou pevnej

polddie k, .




