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2-25510 Technicka mechanika I

11. Prednaska

Kinematika sférického pohybu telesa

Eulerove parametre. Toclivé a stredové zrychlenie bodu telesa pri
sférickom pohybe telesa. Eulerove uhly pre precesiu, nutaciu a lokalnu
rotaciu. Eulerove kinematické rovnice.

1. Eulerove parametre

Eulerove parametre

Obr.1 Vychodiskova
polohového vektora
(0,=0, =5S).

Kvaternién €,

Sféricky uloZzena packa 2 vociramu 1 (O, =0, =S) na
obr.1 ma podla vztahu n,=n, -t lokdlnu pohyblivost
n,=6-3=3, teda na urcenie jej polohy treba zadat 3
nezavislé suradnice polohy. Na premiestnenie packy
2 vocCi ramu 1 zdanej vychodiskovej polohy T,
do konecnej polohy T,, okolo osi o, ktorej poloha
v priestore je dand smerovymi uhlami (a, B,y) teda

mobzeme zadat dva smerové uhly (treti smerovy uhol
je viazany podmienkou cos’a+cos’f+cos’y=1) a
konecny (meratelny) uhol @.

01=02=8S , ted

poloha T, a konecna poloha T,, koncového bodu B
T, pri sférickom pohybe paky 2 vocCi ramu 1

Otocenie paky 2 vodi rdmu 1 zapiSeme kvaternidénom
é12:e0+eli1+ezj1+e3 kl (1)
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kde e, e, e, e, nazyvame Eulerove parametre. Os
o, prechadza stredom S sférického pohybu a je
nositelkou jednotkového vektora 7.

Kvaternién é, mozZeme zapisat ako sucet:

A _ O N O
€, =6 +€= cosE+smEn (2)

kde e, je skalar a & je vektor.

A

Kvaternidon é, v maticovom zapise

() () () ()
E,=|e, €, €&, €|=|C—,cos—, —, —1 (3
12 l_o 1 2 3—| lrz 0‘52 CBSZ CYSZ—‘()

sa da urcit z matice S, smerovych kosinusov.

Ak zmenSime uhol ® na nekonec¢ne mald hodnotu
dd, potom sa os o, stane nositelkou o, okamzitej

uhlovej rychlosti @ sférického pohybu paky 2 vodi
ramu 1.

2 Polodiové kuzele. Tocivé a stredové zrychlenie bodu.

Polodiové kuzele

Rychlost v,

Zrychlenie a,

Priemety a,,, o,

Ako ukdzal Poinssot (1834), sféricky pohyb paky SB
mozeme uskutocnit valenim pohyblivého polddiového
kuzela c, po nepohyblivom polédiovom kuzeli c,
(obr.2). Nositelkou okamzitej uhlovej rychlosti @ je
okamzitd dotycCnica o, polddiovych kuzelfov ako
spojnica bodov SS, . Podmienkou konania sférického
pohybu telesa je aby boli nositelky o, a o
réznobezné, teda mxa=0.

Okamzitd rychlost v, koncového bodu B polohového
vektora T, je podla Eulerovej rovnice Vg, = ® x 1.
Okamzité zrychlenie a, koncového bodu B
polohového vektora T, ziskame derivaciou Eulerovej
rovnice vV, = ® x 15, teda a; =a_ +a_;. Na rozdiel od
rotacného pohybu telesa prvy dlen a,,=uxT,
nazyvame tocivé zrychlenie (nie tangencialne)
adruhy dclen 3a,,=oxV, stredové zrychlenie
(nie normalové zrychlenie) bodu B.

Priemet @,  okamzitého uhlového zrychlenia
a=0a,,+d do nositelky o, okamzitej uhlovej rychlosti

o spbsobuje zmenu velkosti uhlovej rychlosti ®

a
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a priemet @, okamzitého uhlového zrychlenia «

kolmy na nositelku o, spOsobuje zmenu polohy

okamzitej uhlovej rychlosti .

Obr.2 Okamzitd uhlova rychlost @ na nositelke o, a okamzité uhlové

zrychlenie @ na nositelke o, pri sférickom pohybe paky SB s polohovym

vektorom T,

Otvoreny sféricky
mechanizmus

V priemysle sa na premiestnenie sféricky ulozenej
ovladaceJ packy E z danej vychodlskoveJ polohy

SB, = E, do danej kone&nej polohy SB, = E, pouziva

otvoreny sféricky mechanizmus na obr.3, ktory ma
vSetky geometrické vazby typu t=5 a pohyblivost
n =3, (3 nezavislé suradnice polohy pre 3 hnacie

Ly Vi v
¢leny). Zo vztahu n=n (u-1)->ts, pre vypocet
t-1

pohyblivosti otvoreného mechanizmu, ktory ma v
Struktire pocet s=u-1 geometrickych vazieb, kde u
je pocet Clenov, potom pre dané podmienky vyplyva,
Ze pocCet Cclenov je u=4 a otvoreny sféricky
mechanizmus bude mat tri rotacné geometrické
vazby, teda s=3. sférickym premiestnenim (Eulerove
uhly: precesia v,,, nutacia 6,, a lokalna rotacia o,,).

Vychodiskova poloha lokdlnej suradnicovej sustavy
(S, X, Yy,2,), telesa E je totoznd so vztaznou

suradnicovou sustavou (S, x,,Y,,z,) -
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Obr.3 Premiestnenie sféricky uloZenej ovladacej packy E z danej

vychodiskovej

polohy SEEE, do konecnej polohy STS,,EE,, pomocou

otvoreného mechanizmu s motoréekmi D;, D,, Ds.

Eulerove uhly

Vychodiskova poloha lokalnej suradnicovej sustavy
(S, X, Yy 2,), packy E je totoznd so vztaznou

suradnicovou sustavou (S, x,,Y,,z,). Jednoznacne
dana prieseCnica x, rovin X, = (X, Y;) x Xy Yy)
poskytuje prvy uhol precesie y=<x(x,,x,), alebo
v=<%(,y,), O ktory treba pootocit lokalnu
sUradnicovu sustavu (S, x,,Y,,Z,), packy E okolo osi
z,. Druhy uhol nutdcie 6=<«(z,z,) vyplyva za
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Okamzita uhlova
rychlost

Stredna uhlova
rychlost

Eulerove

kinematicke
rovnice

vzajomnej polohy osi z,,z, alebo 6 = «(y,.y,). O uhol
nutacie  0=<x(z,z,) treba pootolit lokalnu
suradnicovd sustavu E okolo osi x,. Lokalna

suradnicova sustava telesa E sa dostane do konecnej
polohy (S,x,,Y,,2,), Po pootoCeni (lokalna rotacia)
okolo osi z, o treti uhol ¢=<x(x,,x,;), alebo

¢®=<«(y,y,).- Eulerove uhly y,0,0 slizia na
premiestnenie sféricky ulozenej ovladacej packy E z
danej vychodiskovej polohy SB, =E, do koneénej

polohy SB, = E, pomocou otvoreného mechanizmu
s motorcekmi Dy, Dj, Ds.

Okamzita uhlova rychlost @ sférického pohybu telesa
E bude vyplyvat z toho za aky ¢as a ako
(rovhomerne, nerovnomerne) sa ma teleso E
premiestnit z danej vychodiskovej do danej konecnej
polohy. Okamzitd uhlovd rychlost @ sférického
pohybu telesa E voéi vztaznému rédmu bude mat
sUradnice vyjadrené v lokdlnych sustavach ako sucet
uhlovych rychlosti @ =k, +0i, + ¢k, .

Motorceky D1, D,, D3 otvoreného mechanizmu moézu
uskutocnit pootocCenia dané uhlami precesie v,

nutacie 6, a vlastnej rotacie ¢, postupne, alebo

sucasne. Teleso E sa z danej vychodiskovej do danej
konec¢nej polohy dostane najrychlejSie ak budud
motoréeky D;, D,, Ds pracovat sucéasne. Potom
stredna konstantna uhlova rychlost ®,,, sférického

pohybu telesa E bude dana suctom strednych
konstantnych uhlovych rychlosti:

Opa= VoaT Opat Quan -

Na to, aby sme mohli vyjadrit okamzitl rychlost v,
koncového bodu A sprievodica rotujuceho telesa E je
potrebné pretransformovat vektor @ =k, +0i,+ ¢k,

okamzitej uhlovej rychlosti sférického pohybu telesa
E do lokalnej stradnicovej sustavy (S, X,, Yy, Z,)u

0= (‘)xTnjL myjujL 0lezu
Na to je potrebné urobit priemety jednotkovych
vektorov pre vsetky tri Eulerove uhly v, 0, .
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Pri prvom otoCeni o uhol precesie y = «(x,,x,) ide o
priemety jednotkového vektora i, do smeru osi X, a
y, na obr.4:

= (.1, i, + (iJ)],

Potom

i,=cyi,-syj,

1= sy, + eyj,

Xi

Xy
Obr.4 Priemety jednotkového vektora i, do smeru osi X,ay,.

Pri druhom otoceni o uhol nutacie 6 = «(z,,z,) ide o
priemety jednotkového vektora Ewdo smeru osi z,a

z,, na obr.5:

i, =i,
J,=€Oj,-sOk
k,=s0j,+ cok,
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Obr.5 Priemety jednotkového vektora k, do smeru osi y,a z,

Pri tretom oto¢eni o uhol ¢=<x(x,,x,) Vlastnej

rotacie ide o priemety jednotkového vektora i, do
smeru osi X, a y, na obr.6:

Te: Cqﬁu' S(Pju

je: S(PTII+ C(PFH
k,=k

@

Xy

Obr.6 Priemety jednotkového vektora do smeru osi X,a vy, .



doc. Ing. Frantisek Pal¢ak, PhD., Ustav aplikovanej mechaniky a mechatroniky,
Strojnicka fakulta STU v Bratislave, www.sjf.stuba.sk

Po Uprave dostaneme okamzitd uhlov( rychlost

®e= o, i,+ o, j,+ ok, sférického pohybu telesa E so
suradnicami  (o,, o, w,) Vv lokalnej suradnicovej
sustave (S, X Yir Zuu

® = (\psOse + éC(P)Tu + (ysOco - eS(P)ju + (ycb + (i))Eu
Eulerove kinematické rovnice su dané suradnicami
(o), ©y, ®,) :

® = ysOse + Oce
® , = ysOco - Oso
®,= e + ¢



