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Predhovor 
 

Predkladané skriptá sú určené študentom 5. ročníka odboru Aplikovaná 

mechanika ako učebná pomôcka na cvičenia z predmetu Náhodné kmitanie. Ich 

hlavným cieľom je pomôcť študentom pri aplikácii teórie náhodného kmitania na 

riešenie konkrétnych príkladov technickej praxe. 
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I. Náhodné veličiny 
 

Javom (istým, nemožným a náhodným) nazývame výsledok, ako aj každý 

dôsledok výsledku, uskutočnenia určitého jednoznačne určeného systému podmienok 

(pokusu). Vzťahom: 

 

 P(A) = p  

 

vyjadrujeme, že pravdepodobnosť P(A) javu A je rovná číslu p. 

Zmysel a vlastnosti pravdepodobnosti P(A) javu A objasňujú respektíve 

definujú štyri axiomy (axiomaticka definicia podľa Kolmogorovova): 

 a) pravdepodobnosť P(A) každého javu A splňuje nerovnosť 

 

  0 ≤  P(A), (1.1.a) 

 

 b) pre pravdepodobnosť P(I) istého javu I je:  

 

  P(I) = 1, (1.1.b) 

 

 c) pre navzájom nezlučiteľné (disjunktné) javy A1, A2,..., An (Aj ∩  Ak = 0) 

je: 

 

  P(A1 ∪  A2 ∪ ...∪  An) = P(A1) + P(A2) +...+ P(An), (1.1.c) 

 

 d) pre podmienenú pravdepodobnosť P(A|B) javu A, že nastal jav B je: 

 

  P(A|B) P(B) = P(A ∩  B). (1.1.d) 

 

Na základe týchto štyroch axiom možno odvodiť všetky základné vlastnosti 

pravdepodobnosti. Z prvých troch axiom vyplýva napríklad, že:  

 pravdepodobnosť P(O) nemožného javu O je: 
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  P(O) = 0, 

 

 pravdepodobnosť P( A ) javu opačného (doplnkového-komplementárného) 

k javu A je: 

 

  P( A ) = 1 - P(A), 

 

Zo štvrtej axiomi vyplýva napríklad, že:  

 pre dva nezávislé (stochasticky nezávislé) javy A, B, pre ktoré nezávisí 

pravdepodobnosť jedného z nich na tom či druhý jav nastal alebo nie platí: 

 

  P(A|B) = P(A), 

 

  P(A ∩  B) = P(A) P(B). 

 

Veličinu X, ktorá nadobúda rôzne číselné hodnoty x, pričom nadobudnutie 

každej z týchto hodnôt je náhodný jav s určitou pravepodobnosťou, nazývame 

náhodná veličina. 

Veličiny, ktoré nadobúdajú vopred neznáme spojite, prípadne diskrétne sa 

meniace hodnoty, nazývame spojité, respektíve diskrétne náhodné veličiny. 

 

 

1. Funkcie rozdelenia pravdepodobnosti náhodnej veličiny 
 

Náhodná veličina X je definovaná definičným oborom hodnôt x a 

pravdepodobnosťou výskytu týchto hodnôt. 

Zákon rozloženia p(x) diskrétnej náhodnej veličiny X definuje vzťah: 

 

 p(x) = P(X = x)  (1.1) 

 

Distribučnú funkciu F(x) diskrétnej alebo spojitej náhodnej veličiny X definuje 

vzťah: 
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 F(x) = P(X < x).  (1.2) 

 

Pre diskrétne náhodné veličiny platí vzťah:  

 F(x) = 
x xj<
∑ p(xj). (1.3) 

 

Hustotu pravdepodobnosti (zákon rozloženia) f(x) spojitej náhodnej veličiny X 

definuje vzťah: 

 

 f(x) = lim∆x→0 
P x X x x

x
( )< ≤ + ∆

∆
. (1.4) 

 

Pre diskrétne náhodné veličiny platí vzťah:  

 

 f(x) = 
j

∑ p(xj) δ(x-xj), (1.5) 

 

kde δ(x) je Diracova δ funkcia, pre ktorú platí:  

 

 δ(x) = 
∞ =

≠
;
;

x
x

0
0 0

⎧
⎨
⎩

. (1.6) 

 

Diracova δ funkcia má vlastnosti: 

 

 δ( )x dx =
∞

∞

1
-
∫ , (1.7) 

 ϕ δ ϕ( ) ( ) ( )x x y dx y-
-

=
∞

∞

∫ , (1.8) 

 

kde ϕ(x) je ľubovoľná funkcia spojitá v bode x = y.  
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Základné vlastnosti distribučnej funkcie F(x) a hustoty pravdepodobnosti f(x): 

 

F(x) = f x dx
x

( )
-∞
∫ , f x dF x

dx
( ) ( )= , (1.10-11) 

 

P(a ≤  X ≤  b) = F(b) - F(a), P(a ≤  X ≤  b) = f x dx
a

b

( )∫ , (1.12-13) 

 

F(x1) ≤  F(x2) ⇒ x1 < x2, f(x) ≥  0, (1.14-15) 

 

lim ( )x→ ∞-  F(x) = 0, 

limx→∞  F(x) = 1, 
f x dx( )

-∞

∞

∫  = 1. 
(1.16-17)

 

 

Príklady 
 

Pr.1.1  

Určte distribučnú funkciu F(x) a hustotu pravdepodobnosti f(x) náhodnej 

veličiny X, ktorú získame náhodným výberom čísla z intervalu a b, . 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (1.1) a (1.2) je: 

 

F(x) = 
0

1

;
;
;

      
 a

     

x - a
b - a

x a
x b

x b

<
≤ ≤

>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 . 

 

Využitím vzťahu (1.11) dostaneme: 

 

f(x) = 
( ) ; ,b

; ,b
b x a

a
-  a

           x

-1 ∈
∉0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 . 
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Pr.1.2 

Zistite, či funkcia:  

 

F(x) = (1 + x)-2  

 

môže byť časťou distribučnej funkcie náhodnej veličiny X na úseku definičného 

oboru: 

a) ( -∞,∞ ) , 

b) 0, ∞ ) , 

c) ( -∞, 0 . 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (1.16) je: 

 

a) lim ( )x→ ∞- (1 + x)-2 = 0; limx→∞(1 + x)-2 = 0; nemôže byť, 

b) limx→0 (1 + x)-2 = 1; limx→∞(1 + x)-2 = 0;          nemôže byť, 

c) lim ( )x→ ∞- (1 + x)-2 = 0; limx→0 (1 + x)-2 = 1;           môže byť. 

 

 

Pr.1.3 

Hustota pravdepodobnosti náhodnej veličiny X je daná vzťahom:  

 

f(x) = a x2 e-kx, (k > 0, 0 ≤  x < ∞).  

 

Určte: 

a) koeficient a, 

b) distribučnú funkciu F(x), 

c) pravdepodobnosť, s akou sa náhodna veličina bude nachádzať v intervale 

0 1; / k . 

Riešenie. 

a)  Na základe vzťahu (1.17) má byť : 
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a x e dxkx2

0

-
∞

∫  = 1. 

 

Potom platí: 

 

a = ( )x e dxkx2

0

- -1
∞

∫  = k 3

2 . 

 

b)  Na základe vzťahu (1.10) je: 

 

F(x) = k
x

3

2
0
∫  x2 e-kx dx = 1- k x k x2 2 2 2

2
+ +  e-kx. 

 

c) Na základe vzťahu (1.12) je: 

 

P(0≤X≤k-1) = F(k-1) - F(0) = 1 - 5 (2 e)-1. 

 

 

Pr.1.4 

Náhodna veličina X vyjadruje počet výkmitov strojného zariadenia za dané 

obdobie. Vyjadrite hustotu pravdepodobnosti f(x) náhodnej veličiny X, pomocou δ 

funkcie ak náhodna veličina X má rozdelenie pravdepodobnosti dané tabuľkou: 

 

xj 0 1 2 3 

p(xj) 0.6 0.3 0.08 0.02 

 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (1.5) je: 

 

f(x) = 0.6 δ(x) + 0.3 δ(x-1) + 0.08 δ(x-2) + 0.02 δ(x-3). 
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Pr.1.5 

Ukážte ekvivalentnosť vzťahov (1.10) a (1.3) pre diskrétne náhodne veličiny. 

Riešenie. 

Dosadením vzťahu (1.5) do vzťahu (1.10) dostaneme: 

 

F(x) = 
x xj<
∑ p(xj) δ( )s x dsj

x

−∫
-∞

. 

 

Keďže pre x < xj je: 

 

δ( )s x dsj

x

−∫
-∞

 = 1, 

 

a pre x > xj je: 

 

δ( )s x dsj

x

−∫
-∞

 = 0,  

 

tak na základe predošleho vzťahu platí vzťah (1.3). 

 

 

Pr.1.6 

Distribučná funkcia F(x) náhodnej veličiny X má tvar: 

 

F(x) = 1
2

2
2

π e dt
t

x
-

-∞
∫ . 

 

Nájdite hustotu pravdepodobnosti f(x). 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (1.11) je:  
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f(x) = 1
2

2
2

π e
x- . 

 

 

Pr.1.7 

Distribučná funkcia F(x) náhodnej veličiny X má tvar: 

 

F(x) = 
1 - (     x a
0;               x a

  (b 0)
a
x

b) ;
;

≥
<

>
⎧
⎨
⎪

⎩⎪
. 

 

Najdite hodnotu x0, od ktorej bude náhodná veličina X väčšia s pravdepodobnosťou p. 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (1.2) je: 

 

1
0

 -  ( a
x

b)  =  p. 

 

Po úprave dostaneme: 

 

x0 = a (1 - p) -1
b . 

 

 

Pr.1.8 

Distribučná funkcia F(x) náhodnej veličiny X, ktorá reprezentuje čas 

bezporuchovej prevádzky stroja, má tvar: 

 

F(t) = 1 - e -
δ t
T ,    (t ≥  0). 

 

Určte:  

a) pravdepodonosť bezporuchovej prevádzky stroja za čas t=T, 

b) hustotu pravdepodobnosti f(t). 

Riešenie. 
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a) Na základe vzťahu (1.12) je: 

 

P(0 ≤  X ≤  T) = F(T) - F(0) = 1 - e-δ - 1 +1 = 1 - e-δ. 

 

b) Na základe vzťahu (1.11) je: 

 

f(t) = δ
T  e− δ t

T . 

 

 

Pr.1.9 

Distribučná funkcia F(x) náhodnej veličiny X má tvar: 

 

F(x) = a + b arctg( x
2 ),   (-∞ < x < ∞). 

 

Určte:  

a) konštanty a, b, 

b) hustotu pravdepodobnosti f(x), 

c) P(α ≤  X ≤  β). 

Riešenie. 

a) Na základe vzťahu (1.16) je: 

 

lim ( )x→ ∞- [a + b arctg( x
2 )] = a - b π

2  = 0;  

limx→∞[a + b arctg( x
2 ] = a + b π

2  = 1, 

a = 1
2  ,  b = 1

π . 

 

b) Na základe vzťahu (1.11) je: 

 

f(x) = [2π(x2 + 1
4 )]-1. 

 

c) Na základe vzťahu (1.12) je: 
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P(α ≤  X ≤  β) = 1
2  + 1

π  arctg( β
2 ) - [ 1

2  + 1
π  arctg( α

2 )] = 1
2 1

4
π

β α
α β

arctg ( )
( )

−
+

. 

 

 

Pr.1.10 

Určte konštantu a tak, aby funkcia:  

 

f(x) = a (1 + x2)-1 

 

mohla byť hustotou pravdepodobnosti náhodnej veličiny X. 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (1.17) pre hustotu pravdepodobnosti platí: 

 

a
x1 2+∫

-∞

∞

 dx = 1. 

 

Potom je:  

 

a = 1
π

. 

 

 

Pr.1.11 

Polohu bodu v ľubovoľnom časovom okamihu vyjadruje vzťah: 

 

x = a sin(ωt). 

 

Určte:  

a) distribučnú funkciu F(x) polohy bodu, 

b) pravdepodobnosť s akou sa bod nachádza v intervale x x1 2, , 

Riešenie. 

a)  Pravdepodobnosť, že sa bod nachádza v intervale x x dx, +  je priamo 

úmerná pomeru dĺžky intervalu ku rýchlosti bodu. Potom platí: 
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dF(x) = P(x ≤  X ≤  x + dx) = k dx
x  = k dx

dx
dt

 = k dt = f(x) dx, 

kde k je zatiaľ neznána konštanta úmernosti. Keďže platí:  

 

dx
dt  = a ω cos(ωt) = a ω 1 - sin2ωt  = ω a2 - x2 , 

 

potom je: 

 

f(x)p = k
aω 2 -x2

, 

 

kde f(x)p je hustota pravdepodobnosti v intervale - a,a . Na základe vzťahu (1.17) je: 

 

k
a

a

a

ω 2 -x
-

2∫  dx = k
ω [arcsin( )]x

a -a
a  = 1, 

 

po úprave ktorého dostaneme hodnotu k: 

 

k = ω
π . 

 

Vyjadrenie hustoty pravdepodobnosti f(x) funkcie x = a sin(ωt) je: 

 

f(x) = 
1
2π a

a

a
-x2  / x/

0;             / x/

; ≤

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
. 

 

Na základe vzťahu (1.10) nájdeme distribučnú funkciu F(x): 

 

F(x)p = 1
2π a

a

x

dx
-x

-
2∫ , 
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F(x)p = 1
2  + arcsin ( x

a ), 

 

F(x) = 
1

1
2

1
;                                      x
  arcsin( );     - a x a

0;                                     x - a

x
a

>
+ ≤ ≤

<

a

π

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 

 

b) Na základe vzťahu (1.16) je: 

 

P(x1 ≤  X ≤  x2) = F(x2) - F(x1) = 1
π  [arcsin( x

a
2 ) - arcsin( x

a
1 )]. 

 

Rovnaký výsledok dostávame aj zo vzťahu: 

 

P(x1 ≤  X ≤  x2) = t
T
x , 

 

kde 

 

tx = 2 [arcsin( x
a
2 ) - arcsin( x

a
1 )] ω-1, T = 2 π

ω , 

 

pričom tx vyjadruje čas, počas ktorého sa bod zdržuje v intervale x x1 2,  počas 

jednej periódy a T vyjadruje čas trvania jednej periódy. 

 

 

Pr.1.12 

Určte pravdepodobnosť, s akou sa bude nachádzať náhodná veličina X s 

hustotou pravdepodobnosti 

 

f(x) = 1
2b π

 e
-( x-a )2

b22  

 

(normálne - Gaussovo rozdelenie) v intervale a a- 3 b 3 b, + . 

Riešenie. 
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Na základe vzťahu (1.13) dostaneme: 

 

P(a -3 b ≤  X ≤  a + 3 b) = P(x1 ≤  X ≤  x2) = 1
2b π

x1

x2

∫ e
-( x-a )2

b22  dx =  

= 1
2b π

t

t

1

2

∫ b e-t2
2  dt = 1

2π
 (

0

2t

∫ e-t2
2  dt - 

0

1t

∫ e-t2
2  dt) = φ(t2) - φ(t1) =  

= φ( x2 - a
b ) -φ( x1 - a

b ) = 2 φ(3) = 0,9973, 

 

kde t = x - a
b , φ(x) = 1

2π
0

x

∫ e-t2
2  dt je tabuľkovo spracovaná Laplaceova funkcia s 

vlastnosťami: 

 

φ(0) = 0, φ(±∞) = ± 1
2 , φ(-u) = -φ(u). 

 

 

2. Číselne charakteristiky náhodných veličín 
 

Ako číselné charakteristiky náhodných veličín, od ktorých sa požaduje, aby 

výstižne reprezentovali podstatné vlastnosti náhodných veličín, sa najčastejšie 

používajú momeny, kde n -tý moment respektíve moment n-tého rádu je: 

 

 M[Xn] = x dF xn ( )
-∞

∞

∫  = x f x dxn ( )
-∞

∞

∫ .  

 

Stredná hodnota (moment 1. rádu) mx (1mx) náhodnej veličiny X je: 

 

 mx = M[X] = x dF x( )
-∞

∞

∫  = x f x dx( )
-∞

∞

∫ . (2.1) 

 

Centrovaná náhodná veličina Xc je: 
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 Xc = X - mx.  (2.2) 

 

Rozptyl, disperzia (moment 2. rádu) Dx (2mxc) náhodnej veličiny X je: 

 

 Dx = σx
2 = M[(Xc)2] = ( ) ( )x dF x- mx

-

2

∞

∞

∫  = ( ) ( )x f x dx- mx
-

2

∞

∞

∫ , (2.3) 

 

kde veličina σx je smerodajná odchýlka náhodnej veličiny X. 

Kovariancia (korelačný moment) Kxy náhodných veličín X, Y je: 

 

 Kxy = M[Xc Yc] = 
-

x y
-

- m - m
∞

∞

∞

∞

∫ ∫ ( )( ) ( , )x y f x y dx dy , (2.4) 

 

kde f(x,y) je druhá (vzájomná) hustota pravdepodobnosti náhodných veličín X, Y. 

Korelácia Rxy náhodných veličín X, Y je: 

 

 Rxy = M[X Y] = 
- -∞

∞

∞

∞

∫ ∫ x y f x y dx dy( , ) . (2.5) 

 

Koeficient korelácie rxy náhodných veličín X, Y je: 

 

 rxy = 
Kxy

x yσ σ
. (2.6) 

 

Ak náhodné veličiny X, Y sú nezávisle, potom: 

 

 f(x,y) = f(x) f(y). (2.7) 

 

Ak Y je náhodná veličina daná funkciou Y = ϕ(X) náhodnej veličiny X, potom 

strednú hodnotu my a disperziu Dy možno vyjadriť vzťahmi: 
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 my = ϕ( ) ( )x f x dx
-∞

∞

∫ , (2.8) 

 Dy = [ ( ) ] ( )ϕ x f x dx- my
2

−∞

∞

∫ . (2.9) 

 

 

Príklady 
 

Pr.2.1 

Určte strednú hodnotu my a rozptyl Dy náhodnej veličiny Y, keď je: 

 

Y = a X + b, 

 

kde X je náhodná veličina so známou strednou hodnotu mx a rozptylom Dx, pričom a, 

b sú konštanty. 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (2.1) a (2.8) je: 

 

my = M[Y] = M[a X + b] = ( ) ( )a x b f x dx+
∞

∞

∫
-

 = a x f x dx b f x dx( ) ( )
- -∞

∞

∞

∞

∫ ∫+ . 

 

Potom na základe vzťahov (2.1) a (1.17) je: 

 

my = a mx + b. 

 

Na základe vzťahov (2.3) a (2.9) je: 

 

Dy = M[(Yc)2] = M[(Y - my)2] = [ ] ( )a x b b f x dx+
∞

∞

∫ - a m -x
-

2  =   

= a x f x dx2 2( ) ( )- mx
-∞

∞

∫  = a2 Dx. 
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Pr.2.2 

Určte strednú hodnotu mz a rozptyl Dz náhodnej veličiny Z, keď je: 

 

Z = X + Y, 

 

kde X, Y sú náhodné veličiny so známymi strednými hodnotami mx, my, rozptylmi Dx, 

Dy a kovarianciou Kxy. 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (2.1) je: 

 

mz = M[Z] = M[X + Y] = 
- -∞

∞

∞

∞

∫ ∫ +( ) ( , )x y f x y dx dy  =  

= x f x y dy dx
- -∞

∞

∞

∞

∫ ∫ ( , )  + y f x y dx dy
- -∞

∞

∞

∞

∫ ∫ ( , )  = x f x dxy
-∞

∞

∫ ( )  + y f y dyx
-∞

∞

∫ ( )  = 

= M[X] + M[Y] =  mx + my. 

 

Na základe vzťahu (2.3) je: 

 

Dz = M[(Zc)2] = M[(Z - mz)2] = M[(X + Y - mx - my)2] = M[(Xc + Yc)2] =  

= M[Xc
2 + 2XcYc + Yc

2]. 

 

Potom analogicky ako pre strednú hodnotu a na základe vzťahu (2.4) je: 

 

Dz = Dx + 2 Kxy + Dy. 

 

 

 

Pr.2.3 

Určte strednú hodnotu mxc centrovanej náhodnej veličiny Xc. 

Riešenie. 
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Na základe riešenia príkladu 2.2 a na základe vzťahov (2.1-2) je: 

 

mxc = M[Xc] = M[X - mx] = M[X] - M[mx] = 0. 

 

 

Pr.2.4 

Ukážte, že platí: 

 

Dx = M[X2] - mx
2. 

 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladu 2.2 a na základe vzťahu (2.3) je: 

 

Dx = M[(Xc)2] = M[(X - mx)2] = M[X2] - 2 mx M[X] + mx
2 = M[X2] - mx

2. 

 

 

Pr.2.5 

Ukážte, že pre dve nezávislé náhodné veličiny X, Y platí: 

 

Kxy = 0. 

 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (2.4) a (2.7) vyplýva: 

 

Kxy = 
-

c c
-∞

∞

∞

∞

∫ ∫ x y f x y dx dy( , )  = 
-

c c
-∞

∞

∞

∞

∫ ∫ x y f x f y dx dy( ) ( )  =  

= x f x dx y f y dyc
-

c
-

( ) ( )
∞

∞

∞

∞

∫ ∫  = M[Xc] M[Yc]. 

 

Potom na základe riešenia príkladu 2.3 dostaneme vzťah: 

 

Kxy = 0. 
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Pr.2.6 

Určte strednú hodnotu mz a rozptyl Dz náhodnej veličiny Z, keď 

 

Z = X Y, 

 

kde X, Y sú nezávislé náhodné veličiny so známymi strednými hodnotami mx, my, 

disperziami Dx, Dy a kovarianciou Kxy 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladu 2.3 a vzťahov (2.1), (2.4) je: 

 

mz = M[Z] = M[X Y] = M[(Xc + mx)(Yc + my)] = 

= M[Xc Yc] + mx M[Yc] + my M[Xc] + mx my = Kxy + mx my = Rxy. 

 

Potom na základe riešenia príkladu 2.5 je: 

 

mz = Rxy = mx my. 

 

Na základe doteraz výpočítaného a vzťahu (2.3) je: 

 

Dz = M[Zc
2] = M[(Z - mz)2] = M[X2 Y2] - 2 mx my M[X Y] + mx

2 my
2 = 

= M[X2 Y2] - mx
2 my

2 = M[(Xc + mx)2 (Yc + my)2] - mx
2 my

2 = 

= M[Xc
2 Yc

2] + 2 mx M[Xc Yc
2] + 2 my M[Xc

2 Yc] +  

+ 4 mx my M[Xc Yc] + 2 mx
2 my M[Yc] + 2 mx my

2 M[Xc] + 

+ my
2 M[Xc

2] + mx
2 M[Yc

2]. 

 

Potom pomocou vzťahov (2.3), (2.7) analogicky ako pri riešení príkladu 2.5 je: 

 

Dz = Dx Dy + my
2 Dx + mx

2 Dy. 

 

 

Pr.2.7 



24 

Na voľne podopretý nosník podľa obrázka č. 1 pôsobí v kolmom smere vo 

vzdialenosti a, b od podpier náhodná sila F so známou strednou hodnotou mF a 

rozptylom DF. Určte strednú hodnotu a rozptyl väzbových reakcií RA, RB a rozptyl 

priehybu yF v mieste pôsobenia sily. 

 

 
 

Obr. č.1 

 

Riešenie. 

Väzbové reakcie RA, RB a priehyb yF v mieste pôsobenia sily sú: 

 

RA = b
a b+

 F; RB = a
a b+

 F; yF = a b
a b

2 2

3 E J  ( )x +
 F. 

 

Potom ako v príklade 2.1 dostaneme: 

 

mRA = b
a b+  mF; mRB = a

a b+  mF; myF = a b
a b

2 2

3 E J  ( )x +  mF; 

 

DRA = ( b
a b+ )2 DF; DRB = ( a

a b+ )2 DF; DyF = [ a b
a b

2 2

3 E J  ( )x + ]2 DF. 

 

 

Pr.2.8 

Hustota pravdepodobnosti f(x) náhodných výkmitov X bočného kývania lode je 

daná vzťahom (Rayleighovo rozdelenie): 

 

f(x) = 
x

b
e x2

2 0
0 0

- x2

b2

             x
,

,
≥
<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
. 
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Určte strednú hodnotu, rozptyl a pravdepodobnosť, s akou budú výkmity 

kývania lode menšie ako ich stredná hodnota. 

Riešenie. 

Výpočet momentov pre uvedenú hustotu pravdepodobnosti vedie k výpočtu 

integrálu: 

 

In = 
0

∞

∫ tn e t- 2
 dt,    (n>0, celé číslo), 

 

Pri substitúcii t2=u dostaneme Eulerov integrál, ktorým je definovaná gamma-

funkcia: 

 

Γ(n) = 
0

∞

∫ un-1 e-u du, 

 

s vlastnosťami: 

 

Γ(n+1) = n Γ(n) = n!, 

 

Γ( 1
2 ) = π . 

 

Potom: 

 

In = 1
2

0

∞

∫ u
n-1
2  e-u du = 1

2  Γ( n+1
2 ). 

 

V prípade, že k je celé číslo, dostaneme: 

 

In=2k = ( )!!2
2 1
k
k
-1
+ π ,    In=2k+1 = k !

2 ,     (2 k - 1)!! = (2 k - 1)(2 k - 3)...5 3 1. 

 



26 

Strednú hodnotu mA možno vyjadriť v tvare: 

 

mx = M[X] = 1
2b

0

∞

∫ x2 e
- x2

2 b2
 dx = 2 2  b 

0

∞

∫ t2 e t- 2
 dt = 2 2  b I2 = b π

2 . 

 

Na základe riešenia príkladu 2.4, rozptyl Dx možno vyjadriť v tvare: 

 

D[X] = M[X]2 - mx
2 = 1

2b
0

∞

∫ x3 e
- x2

2 b2
 dx - mx

2 = 4 b2 I3 - π
2  b2 = b2 (2 - π

2 ). 

 

Hľadaná pravdepodobnosť na základe vzťahu (1.13) je: 

 

P(0 ≤  X≤  b π
2 ) = 1

2b
0

2b π

∫ x e
- x2

2 b2
 dx = -

0

-π

∫ et dt = -[ e
- x2

2 b2
]0

b 2
π

 = 1 - e- 4
π

. 

 

 

Pr.2.9 

Určte strednú hodnotu mx a rozptyl Dx náhodnej veličiny X s hustotou 

pravdepodobnosti 

 

f(x) = 1
2b π

 e
-( x-a )2

b22  

 

(normálne - Gaussovo rozdelenie). 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladu 2.8 je: 

 

mx = 1
2b π

-∞

∞

∫ x e
-( x-a )2

b22  dx =  
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= 1
2b π

-∞

∞

∫ (b t + a) e-t2
2  b dt = 1

2b π
-∞

∞

∫ ( 2  b u + a) e-u2
 2  b du = 

= 2 b
π

-∞

∞

∫ u e-u2
 du + a

π
-∞

∞

∫ e-u2
 du. 

 

Keďže v prvom člene je integrovaná funkcia nepárna a v druhom párna, potom 

na základe riešenia príkladu 2.8 stredná hodnota mx je: 

 

mx = 0 + 2 a
π

0

∞

∫ e-u2
 du = 2 a

π
1
2  Γ( 1

2 ) = a. 

 

Rozptyl Dx je: 

 

Dx = 1
2b π

-∞

∞

∫ (x - a) 2 e
-( x-a )2

b22  dx =  

= 1
2b π

-∞

∞

∫ b2 t2 e-t2
2  b dt = 2 b2

π
-∞

∞

∫ u2 e-u2
 du. 

 

Keďže integrovaná funkcia je párna, potom na základe riešenia príkladu 2.8 je: 

 

Dx = σx
2 = 4 b2

π
0

∞

∫ u2 e-u2
 du = 4 b2

π  I2 = b2. 
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II. Náhodné procesy 
 

Náhodnou funkciou nazývame každú funkciu X(t), ktorej hodnotami sú náhodné 

veličiny. Ak má argument t aplikačný význam času, hovoríme o náhodných 

procesoch, ak má význam priestorovej súradnice hovoríme o náhodnom poli. 

Vlastnosti náhodného procesu X(t) sa vyšetrujú na celom súbore jeho realizácií 

xk(t), k=1,2,…,N. Ak zvolíme niekoľko pevných hodnôt parametra tj, j=1,2,…,n, 

dostaneme systém náhodných veličín X (tj), s n - tou respektíve s n - rozmernou 

distribučnou funkciou a hustotou pravdepodobnosti náhodného procesu X(t): 

 

F(x1,t1,x2,t2,…,xn,tn) = P{[X(t1) ≤ x1] ∩  [X(t2) ≤ x2] ∩ … ∩ [X(tn) ≤ xn]}, 

 

f(x1,t1,x2,t2,…,xn,tn) = 
∂

∂ ∂ ∂

n

nx x x
F(x ,t ,x ,t ,...,x ,t )1 1 2 2 n n

1 2 ...
. 

 

Kvôli zjednodušeniu analytických výrazov sa pre náhodné procesy zavádza ich 

podrobnejšie členenie. Najväčšie zjednodušenie sa dosiahne v prípade čiste 

náhodného procesu (jednotlivé náhodné veličiny X(tj), j=1,2,…,n sú navzájom 

nezávisle), pre ktorý platí: 

 

f(x1,t1, x2,t2,…, xn,tn) = f(x1,t1) f(x2,t2)…f(xn,tn). 

 

Kovariančná funkcia nekorelovaného náhodné procesu (biely šum) je: 

 

Kx(t,t') = a δ(t’-t), 

 

kde konštanta a je intenzita bieleho šumu. Čiste náhodný proces je aj nekorelovaný. Z 

nekorelovanosti vyplýva nezávislosť len pre procesy s normálnym rozdelením. 

Iné zjednodušenia, ktoré budú v ďalšom podrobnejšie spomenuté, sa dosiahnu v 

prípade stacionárnych, ergodických a markovových náhodných procesov. 
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3. Charakteristiky náhodných procesov 
 

Podobne ako u náhodných veličín sa z praktických dôvodov zavádzajú 

momenty a l - tý moment náhodného procesu X(t) s n - rozmernou hustotou 

pravdepodobnosti je: 

 

M[X(t1) l1  X(t2) l2  … X(tn) ln ] =   

= 
-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ …
-∞

∞

∫ x1
l1  x2

l2  … xn
ln  f(x1,t1,x2,t2,…,xn,tn) dx1 dx1 … dxn, 

 

kde l = l1 + l2 + … ln. Zvolením hodnoty n=2 sa obmedzíme na minimálny nutný 

počet úrovní argumentu t a pomocou takto vymedzených charakteristík možno plne 

opísať náhodné procesy s normálnym rozdelením. V prípade všeobecnejších rozdelení 

pravdepodobnosti sa takýmto obmedzením dosiahne len aproximácia v rámci 

korelačnej teórie. 

Stredná hodnota mx(t) (1mx(t)) náhodného procesu X(t) je: 

 

 mx(t) = M[X(t)] =  x f x t dx( , )
-∞

∞

∫ . (3.1) 

 

Centrovaný náhodný proces Xc(t) je: 

 

 Xc(t) = X(t) - mx(t). (3.2) 

 

Kovariančná (autokovariančná) funkcia Kx(t,t') náhodného procesu X(t) je: 

 

 Kx(t,t') = M[Xc(t) Xc(t')] =   

 

= 
-

x x
-

- m - m
∞

∞

∞

∞

∫ ∫ [ ( )][ ( ' )] ( , , , ' )x t x t f x t x t dx dx1 2 1 2 1 2 . (3.3) 
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Rozptyl (disperzia) Dx(t) náhodného prosesu X(t) je: 

 

 Dx(t) = σx
2(t) = Kx(t,t) = M[Xc

2(t)] = [ ( )] ( , )x t f x t dx- mx
-

2

∞

∞

∫ , (3.4) 

 

kde funkcia σx(t) je smerodajná odchýlka náhodného procesu X(t). 

Korelačná (autokorelačná) funkcia Rx(t,t') náhodného procesu X(t) je: 

 

 Rx(t,t') = M[X(t) X(t')] = 
- -∞

∞

∞

∞

∫ ∫ x x f x t x t dx dx1 2 1 2 1 2( , , , ' ) . (3.5) 

 

Normovaná kovariančná (normovaná autokovariančná) funkcia rx(t,t') 

náhodného procesu X(t) je: 

 

 rx(t,t') = 
K t t

t
x

x x

( , ' )
( ) )σ σ ( t'

. (3.6) 

 

Kovariančná (vzájomná kovariančná) funkcia Kxy(t,t') náhodných procesov X(t), 

Y(t) je: 

 

 Kxy(t,t') = M[Xc(t) Yc(t')] =  

 

 = 
-

x y
-

- m - m
∞

∞

∞

∞

∫ ∫ [ ( )][ ( ' )] ( , , , ' )x t y t f x t y t dx dy . (3.7) 

 

Korelačná (vzájomná korelačná) funkcia Rxy(t,t') náhodných procesov X(t), Y(t) 

je: 

 

 Rxy(t,t') = M[X(t) Y(t')] = 
- -∞

∞

∞

∞

∫ ∫ x y f x t y t dx dy( , , , ' ) . (3.8) 
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Normovaná kovariančná (normovaná vzájomná kovariančná) funkcia rxy(t,t') 

náhodných procesov X(t), Y(t) je: 

 

 rxy(t,t') = 
K t t

t
xy

x y

( , ' )
( ) )σ σ ( t'

. (3.9) 

 

 

Príklady 
 

Pr.3.1 

Určte strednú hodnotu my(t), rozptyl Dy(t) a kovariančnú funkciu Ky(t,t') 

náhodného procesu:  

 

Y(t) = a(t) X(t),  

 

kde X(t) je náhodný proces so strednou hodnotou mx(t), kovariančnou funkciou Kx(t,t') 

a a(t) je nenáhodná funkcia. 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (3.1) a (2.8) je: 

 

my(t) = M[Y(t)] = M[a(t) X(t)] = [ ( ) ( )] ( , )a t x t f x t dx
-∞

∞

∫  =  

= a(t) M[X(t)] = a(t) mx(t). 

 

Analogicky na základe vzťahov (3.3), (3.4) a (2.9) je: 

 

Ky(t,t') = M[Yc(t) Yc(t')] =  M{[a(t) X(t) - a(t) mx(t)][a(t') X(t') - a(t') mx(t')]}= 

= a(t) a(t') M[Xc(t) Xc(t')] = a(t) a(t') Kx(t,t'), 

 

Dx(t) = Kx(t,t), 

 

Dy(t) = Ky(t,t) = a(t)2 Dx(t). 
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Pr.3.2 

Určte strednú hodnotu my(t) a kovariančnú funkciu Ky(t,t') náhodného procesu:  

 

Y(t) = 
j

n

=1
∑ Xj(t),  

 

kde Xj(t) sú náhodné procesy, pre ktoré poznáme stredné hodnoty mxj(t) a kovariančné 

funkcie Kxjxk(t,t'). 

Riešenie 

Analogicky na základe riešenia príkladu 2.2 a na základe vzťahu (3.1) je: 

 

my(t) = M[Y(t)] = M[
j

n

=1
∑ Xj(t)] = 

j

n

=1
∑ M[Xj(t)] = 

j

n

=1
∑ mxj(t). 

 

Analogicky na základe riešenia príkladu 2.2 a na základe vzťahu (3.3) je: 

 

Ky(t,t') = M[Yc(t) Yc(t')] = M{[
j

n

=1
∑ Xj(t) - mxj(t)][ 

j

n

=1
∑ Xj(t') - mxj(t')]}= 

= M{[
j

n

=1
∑ Xcj(t)][ 

j

n

=1
∑ Xcj(t')]}= 

j

n

=1
∑ Kxj(t,t') + 

j

n

=1
∑

j k k

n

≠ =, 1
∑ Kxjxk(t,t'). 

 

 

Pr.3.3 

Určte strednú hodnotu my(t) a kovariančnú funkciu Ky(t,t') náhodného procesu:  

 

Y(t) = 
0

t

∫ X(τ) dτ,  
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kde X(τ) je náhodný proces so strednou hodnotou mx(τ) a kovariančnou funkciou 

Kx(τ,τ'). 

Riešenie 

Náhodný proces Y(t) vyjadríme v tvare: 

 

Y(t) = lim∆τ→0 
j

n

=1
∑ X(τj) ∆τ. 

 

Potom na základe riešenia príkladu 3.2: 

 

my(t) = M[Y(t)] = lim∆τ→0 M[
j

n

=1
∑ X(τj) ∆τ] = lim∆τ→0 

j

n

=1
∑ mx(τj) ∆τ =  

= 
0

t

∫ mx(τ) dτ. 

 

Ky(t,t') = M[Yc(t) Yc(t')] = M{
0

t

∫ [X(τ) - mx(τ)]dτ 
0

t'

∫ [X(τ) - mx(τ)]dτ}= 

= M[
0

t

∫ Xc(τ) dτ 
0

t'

∫ Xc(τ) dτ] = 
0

t

∫
0

t'

∫ M[Xc(τ) Xc(τ') dτ dτ'] = 

= 
0

t

∫
0

t'

∫ Kx(τ,τ') dτ dτ'. 

 

 

Pr.3.4 

Určte strednú hodnotu my(t) a kovariančnú funkciu Ky(t,t') náhodného procesu:  

 

Y(t) = d X t
dt

( ) ,  

 

kde X(t) je náhodný proces so strednou hodnotou mx(t) a kovariančnou funkciou 

Kx(t,t'). 
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Riešenie. 

Náhodný proces Y(t) vyjadríme v tvare: 

 

Y(t) = lim∆t→0 X t t
t

( )+ ∆
∆

- X(t) . 

 

Potom na základe riešenia príkladu 3.3: 

 

my(t) = M[Y(t)] = lim∆t→0 M[ X t t
t

( )+ ∆
∆

- X(t) ] = 

 = lim∆t→0 m t t m
t

x x( )+ ∆
∆

- (t)  = d m t
dt
x ( ) . 

 

Ky(t,t') = M[Yc(t) Yc(t')] = M{ d X t m t
dt

x[ ( ) ( )]- d X t m t
dt

x[ ( ' ) ( ' )]
'
- }= 

= M[ d X t
dt
c( ) d X t

dt
c( ' )
' ] = ∂

∂ ∂

2

t t' {M[Xc(t) Xc(t')]} = ∂
∂ ∂

2

t t' [Kx(t,t')]. 

 

 

Pr.3.5 

Určte normovanú kovariančnú funkciu ry(t,t') náhodného procesu:  

 

Y(t) = X e-αt,  

 

kde X je náhodná veličina so známymi charakteristikami mx a Dx. 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladu 3.1 a na základe vzťahov (3.1-6) je: 

 

my(t) = M[Y(t)] = M[X e-αt] = e-αt M[X] = mx e-αt. 

 

Ky(t,t') = M[Yc(t) Yc(t')] = M[(X - mx) e-αt (X - mx) e-αt'] = e-α(t+t') M[Xc
2] =  

= Dx e-α(t+t'). 

 

Dy(t) = Ky(t,t) = Dx e-2αt. 
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σy(t) = [Dy(t)]
1
2  = σx e-αt. 

 

ry(t,t') = D e
e e

x
t t

x
t

x
t

− +

− −

α

α ασ σ

( ' )

' 
 = 1. 

 

 

Pr.3.6 

Určte kovariančnú funkciu Ky(t,t') náhodného procesu:  

 

Y(t) = A sinωt + B cosωt,  

 

kde A, B sú náhodné veličiny so známymi charakteristikami mA, mB, DA, DB a KAB. 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladov 2.2, 3.1 a na základe vzťahov (3.1-6) je: 

 

my(t) = M[Y(t)] = M[A sinωt + B cosωt] = M[A] sinωt + M[B] cosωt =  

= mA sinωt + mB cosωt. 

 

Ky(t,t') = M[Yc(t) Yc(t')] =  

= M{[(A - mA) sinωt + (B - mB) cosωt] [(A - mA) sinωt' + (B - mB) cosωt']} =  

= M[Ac
2 sinωt sinωt' + Ac Bc (sinωt cosωt' + sinωt' cosωt) + Bc

2 cosωt cosωt'] = 

= DA sinωt sinωt' + KAB sinω(t + t') + DB cosωt cosωt'. 

 

 

Pr.3.7 

Určte kovariančnú funkciu Ky(t,t') náhodného procesu:  

 

Y(t) = A sinωt + B cosωt, 

 

kde A, B sú náhodné veličiny so známymi charakteristikami mA, mB, DA, DB a KAB, 

pričom DA = DB a KAB = 0. 

Riešenie. 
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Na základe riešenia príkladu 3.6 dostaneme: 

 

Ky(t,t') = DA sinωt sinωt' + DA cosωt cosωt' = DA cosω(t - t'). 

 

 

Pr.3.8 

Nosník podľa obrázka č. 2 je zaťažený náhodnými (čo do veľkosti) momentami 

Mxo, Myo so známymi charakteristikami mMx, mMy, DMx, DMy a KMxMy. Určte strednú 

hodnotu mσ(z) a rozptyl Dσ(z) maximálneho normálového napätia v ľubovoľnom 

priereze nosníka. 

 

 
 

Obr. č. 2 

 

Riešenie. 

Ohybové momenty v ľubovoľnom priereze sú: 

 

Mx(z) = Mxo(1 - z
l ), 

 

My(z) = Myo(1 - z
l ). 

 

Maximálne normálové napätie v ľubovoľnom priereze je: 

 

σmax(z) = M z y
J

M z x
J

x
x

y

y

( ) ( )max max+  = (a Mxo + b Myo)(1 - z
l ). 

 

Potom na základe riešenia príkladov 3.1 a 3.6 dostaneme: 
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mσ(z) = M[σmax(z)] = M[(a Mxo + b Myo)(1 - z
l )] = (a mMx + b mMy)(1 - z

l ). 

 

Kσ(z,z') = M[σmaxc(z) σmaxc(z')] =  

= M[(a Mxoc + b Myoc)(1 - z
l )(a Mxoc + b Myoc)(1 - z

l
' )] =  

= M[(a Mxoc + b Myoc)2](1 - z
l )(1 - z

l
' ) =  

= (a2 DMx + 2 a b KMxMy + b2 DMy)(1 - z
l )(1 - z

l
' ).  

 

Dσ(z) = Kσ(z,z) =  

= (a2 DMx + 2 a b KMxMy + b2 DMy)(1 - z
l )(1 - z

l ) =  

= (a2 DMx + 2 a b KMxMy + b2 DMy)(1 - z
l )2.  

 

 

Pr.3.9 

Nosník podľa obrázka č. 3 je zaťažený náhodne rozloženým spojitým 

zaťažením q(z) (náhodným poľom), so známymi charakteristikami mq(z), a Kq(z,z'). 

Určte charakteristiky reakcií RA, RB v uložení. 

 

 
 

Obr. č. 3 

 

Riešenie. 

Väzbové reakcie RA, RB môžeme vypočítať zo vzťahov: 

 



  

 

31

RA + RB = 
0

l

∫ q(z) dz, 

RB l = 
0

l

∫ z q(z) dz, 

 

úpravou, ktorých je: 

 

RA = 
0

l

∫ q(z)(1 - z
l ) dz, 

RB = 
0

l

∫ q(z)( z
l ) dz. 

 

Potom na základe riešenia príkladu 3.3 je: 

 

mRA = M[RA] = M[
0

l

∫ q(z)(1 - z
l ) dz] = 

0

l

∫ mq(z)(1 - z
l ) dz, 

mRB = M[RB] = M[
0

l

∫ q(z)( z
l ) dz] = 

0

l

∫ mq(z)( z
l ) dz, 

 

DRA = M[RAc] =  

= M{
0

l

∫
0

l

∫ [q(z) - mq(z)](1 - z
l ) [q(z') - mq(z')](1 - z

l
' ) dz dz'} =  

= 
0

l

∫
0

l

∫ M[qc(z) qc(z')](1 - z
l )(1 - z

l
' ) dz dz' =   

= 
0

l

∫
0

l

∫ Kq(z,z') (1 - z
l )(1 - z

l
' ) dz dz'. 

 

DRB = M[RBc] =  
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= M{
0

l

∫
0

l

∫ [q(z) - mq(z)]( z
l ) [q(z') - mq(z')]( z

l
' ) dz dz'} =  

= 
0

l

∫
0

l

∫ M[qc(z) qc(z')]( z
l )( z

l
' ) dz dz' =   

= 
0

l

∫
0

l

∫ Kq(z,z') ( z
l )( z

l
' ) dz dz'. 

 

 

Pr.3.10 

Určte kovariančnú funkciu Kz(t,t') a rozptyl Dz(t) náhodného procesu: 

 

Z(t) = d Y t
dt
( ) , 

 

kde Y(t) = X sint je náhodný proces, pričom X je náhodná veličina so známymi 

charakteristikami mx a Dx. 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladov 3.1 a 3.4 a na základe vzťahu (3.4) dostaneme: 

 

mz(t) = M[Z(t)] = M[ d Y t
dt
( ) ] = M[ d X t

dt
( sin ) ] = M[X d t

dt
( sin ) ] = mx 

d t
dt

( sin ) . 

 

Kz(t,t') = M[Zc(t) Zc(t')] = M[(X - mx)2 d t
dt

( sin )  d t
dt

( sin ' )
' ] = Dx cost cost'. 

 

Dz(t) = Kz(t,t) = Dx cos2t. 

 

 

Pr.3.11 

Určte kovariančnú funkciu Ky(t,t') náhodného procesu: 

 

Y(t) = a(t) X(t) + b(t) d X t
dt

( ) , 
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kde X(t) je náhodný proces so známymi charakteristikami mx(t) a Kx(t,t') a a(t), b(t) sú 

nenáhodné funkcie. 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladov 3.1, 3.2 a 3.4 dostaneme: 

 

my(t) = M[Y(t)] = M[a(t) X(t) + b(t) d X t
dt

( ) ] =  

= M[a(t) X(t)] + M[b(t) d X t
dt

( ) ] = a(t) mx(t) + b(t) d m t
dt
x ( ) . 

 

Keďže je: 

 

Yc(t) = Y(t) - my(t) = a(t)[X(t) - mx(t)] + b(t) d X t t
dt

x[ ( ) ( )] - m  =  

= a(t) Xc(t) + b(t) d X t
dt
c( ) , 

 

potom je: 

 

Ky(t,t') = M[Yc(t) Yc(t')] =  

= M{[a(t) Xc(t) + b(t) d X t
dt
c( ) ][a(t') Xc(t') + b(t') d X t

dt
c( ' )
' ]} =  

= a(t) a(t') M[Xc(t) Xc(t')] + a(t) b(t') M{ ∂
∂

[ ( ) ( ' )]
'

X t X t
t

c c } +  

+ a(t') b(t) M{ ∂
∂

[ ( ) ( ' )]X t X t
t

c c } + b(t) b(t') M[ ∂
∂ ∂

2 [ ( ) ( )]X t X t
t t

c c ′
′ ] =  

= a(t) a(t') Kx(t,t') + a(t) b(t') ∂
∂

K t t
t

x ( , ' )
'  + a(t') b(t) ∂

∂
K t t

t
x ( , ' )  + b(t) b(t') ∂

∂ ∂

2 K t t
t t
x ( , ' )

' . 

 

 

4. Stacionárne náhodné procesy 

 

Keď ľubovoľná distribučná funkcia, respektíve hustota pravdepodobnosti 

náhodného procesu X(t) je nezávislá od začiatku časovej osi: 

 

 F(x1,t1,x2,t2,…,xn,tn) = F(x1,t1+t,x2,t2+t,…,xn,tn+t), (4.1.a) 
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 f(x1,t1,x2,t2,…,xn,tn) = f(x1,t1+t,x2,t2+t,…,xn,tn+t), (4.1.b) 

 

tak náhodný proces je stacionárny (silne, respektíve v užšom zmysle). Potom ak 

zvolíme t = - t1 platí: 

 

 F(x1,t1,x2,t2,…,xn,tn) = F(x1,x2,t2−t1,…,xn,tn−t1), (4.2.a) 

 

 f(x1,t1,x2,t2,…,xn,tn) = f(x1,x2,t2−t1,…,xn,tn−t1), (4.2.b) 

 

na základe čoho pre n=2 je: 

 

 mx(t) = konš.; (4.3) 

 

 Dx(t) = konš.; (4.4) 

 

 Kx(t,t') = Kx(t'-t) = Kx(τ); (4.5) 

 

 Rx(t,t') = Rx(t'-t) = Rx(τ); (4.6) 

 

 rx(t,t') = rx(t'-t) = rx(τ); (4.7) 

 

 Kxy(t,t') = Kxy(t'-t) = Kxy(τ); (4.8) 

 

 Rxy(t,t') = Rxy(t'-t) = Rxy(τ); (4.9) 

 

 rxy(t,t') = rxy(t'-t) = rxy(τ); (4.10) 

 

Keď náhodný proces X(t) spĺňa len podmienky (4.3-10), tak náhodný proces je 

slabo stacionárny, respektíve stacionárny v širšom zmysle. Silne stacionárny proces je 

aj slabo stacionárny, naopak to všeobecne neplatí. Vrámci korelačnej teórie, ktorá sa 

zaoberá štúdiom vlastností náhodných procesov využitím ich prvých dvoch 

momentov, sa hovorí o stacionarite v širšom zmysle, pričom slova v “širšom zmysle” 
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sa vynechávajú. Ak má argument t fyzikálny význam času, potom argument τ[s] je 

časové oneskorenie. Ak má argument t fyzikálny význam dĺžky (zvyčajne sa označuje 

l), potom argument τ (zvyčajne sa označuje λ[m]) je dráhové oneskorenie. 

 

 

Príklady 
 

Pr.4.1  

Určte vlastnosti korelačnej funkcie Rx(τ) stacionárneho náhodného procesu X(t). 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (4.3) až (4.6) a na základe riešenia príkladu 2.4 dostaneme: 

 

Rx(0) = M[X(t) X(t+τ)] = M[X(t) X(t)] = Dx + mx
2. 

 

Keďže proces X(t) je náhodný proces, závislosť medzi X(t) a X(t+τ) sa 

zoslabuje, čo možno vyjadriť vzťahom: 

 

Rx(∞) = limτ→∞ Rx(τ) = limτ→∞ M[X(t) X(t+τ)] =  

= M[X(t)] limτ→∞ M[X(t+τ)] = mx
2. 

 

Porovnaním získaných vzťahov dostaneme vzťah pre rozptyl Dx: 

 

Dx = Rx(0) - Rx(∞). 

 

Na základe vzťahu (4.2) môžeme ukázať, že korelačná funkcia Rx(τ) je párna: 

 

Rx(τ) = M[X(t) X(t+τ)] = M[X(t-τ) X(t)] = Rx(-τ). 

 

Ohraničenosť korelačnej funkcie Rx(τ) môžeme ukázať úpravou vzťahu: 

 

M{[X(t) ±  X(t+τ)]2} ≥  0, 
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M[X(t)2 ±  2 X(t) X(t+τ) + X(t+τ)2] ≥  0, 

 

[2 Rx(0) ±  2 Rx(τ)] ≥  0, 

 

Rx(0) ≥  /Rx(τ)/. 

 

 

Pr.4.2  

Ukážte, že pre normovanú korelačnú funkciu rx(τ) stacionárneho náhodného 

procesu X(t) platí nerovnosť: 

 

/rx(τ) / ≤  1. 

 

Riešenie. 

Analogicky ako v príklade 4.1 je: 

 

Kx(0) = M[Xc(t) Xc(t+τ)] = M[Xc(t)2] = Dx. 

 

Kx(∞) = limτ→∞ Kx(τ) = limτ→∞ M[Xc(t) Xc(t+τ)] = 0. 

 

M{[Xc(t) ±  Xc(t+τ)]2}=  

= M[Xc(t)2 ±  2 Xc(t) Xc(t+τ) + Xc(t+τ)2] = 2 Kx(0) ±  2 Kx(τ) ≥  0, 

 

Dx ≥  /Kx(τ) /, 

 

1 ≥  /rx(τ) /. 

 

 

Pr.4.3  

Ukážte, že pre korelačnú funkciu Rxy(τ) stacionárnych náhodných procesov X(t) 

a Y(t) platí nerovnosť: 
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/Rxy(τ) / ≤  1
2

 [Rx(0) + Ry(0)]. 

 

Riešenie. 

Obdobne ako v príklade 4.1 je: 

 

M{[X(t) ±  Y(t+τ)]2} ≥  0, 

 

Rx(0) ±  2 Rxy(τ) + Ry(0) ≥  0, 

 

 /Rxy(τ) / ≤  1
2

 [Rx(0) + Ry(0)]. 

 

 

Pr.4.4  

Ukážte, že pre korelačnú funkciu Rxy(τ) stacionárnych náhodných procesov X(t) 

a Y(t) platí nerovnosť: 

 

/Rxy(τ)/ ≤  R Rx y( ) ( )0 0 . 

 

Riešenie. 

Obdobne ako v príklade 4.1 je: 

 

M{[a X(t) ±  b Y(t+τ)]2} ≥  0, 

 

( a
b )2 Rx(0) ±  2 ( a

b ) Rxy(τ) + Ry(0) ≥  0. 

 

Aby mohla byť uvedená nerovnosť splnená, výraz ( a
b ) musí mať komplexnú 

hodnotu, a potom musí byť splnená nerovnosť: 

 

[2 Rxy(τ)]2 - 4 Rx(0) Ry(0) ≤  0, 
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na základe ktorej vyplynie hľadaná nerovnosť: 

 

/Rxy(τ)/ ≤  R Rx y( ) ( )0 0 . 

 

 

Pr.4.5 

Ukážte, že pre normovanú korelačnú funkciu rxy(τ) stacionárnych náhodných 

procesov X(t) a Y(t) platí nerovnosť: 

 

/rxy(τ)/ ≤  1. 

 

Riešenie. 

Obdobne ako v príklade 4.1 je: 

 

M{[ X tc
x

( )
σ  ±  Y tc

y

( )+τ
σ ]2} = M[ X t

D
c

x

( )2

 ±  2 X t Y tc c
x y

( ) ( )+τ
σ σ  + Y t

D
c

y

( )+τ 2
] =   

= [2 ±  2 
Kxy

x y

( )τ
σ σ ] = [2 ±  2 rxy(τ)] ≥  0, 

 

z čoho vyplynie: 

 

/rxy(τ)/ ≤  1. 

 

 

Pr.4.6 

Ukážte, že pre korelačnú funkciu Rxy(τ) stacionárnych náhodných procesov X(t) 

a Y(t) platí rovnosť: 

 

Rxy(τ) = Ryx(-τ). 

 

Riešenie. 

Obdobne ako v príklade 4.1 je: 
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Rxy(τ) = M[X(t) Y(t+τ)] = M[X(t-τ) Y(t)] = Ryx(-τ). 

 

 

Pr.4.7 

Určte hodnotu normovanej korelačnej funkcie ryx(τ) pre τ=0 stacionárnych 

náhodných procesov Y(t) a X(t), ktoré sú viazané lineárnym vzťahom: 

 

Y(t) = a X(t) + b. 

 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (3.1) až (3.6) a (4.10) dostaneme: 

 

my = M[Y(t)] = M[a X(t) + b] = a mx + b, 

 

Yc(t) = Y(t) - my = a X(t) + b - (a mx + b) = a Xc(t), 

 

Kyx(τ) = M[Yc(t) Xc(t+τ)] = M[a Xc(t) Xc(t+τ)] = a Kx(τ), 

 

Ky(τ) = M[Yc(t) Yc(t+τ)] = M[a2 Xc(t) Xc(t+τ)] = a2 Kx(τ), 

 

Dy = Ky(0) = a2 Kx(0) = a2 Dx, 

 

ryx(0) = 
Kyx

y x

( )0
σ σ  = a D

D D
x

y x
 = a D

a D
x
x/ /  = ±  1. 

 

 

Pr.4.8 

Určte hodnotu normovanej korelačnej funkcie rx &x (τ) pre τ=0 stacionárneho 

náhodneho procesu X(t). 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (3.1) až (3.6), (4.10) a riešenia príkladu 3.4 je: 
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Kx &x (τ) = M[Xc(t) &X c(t+τ)] = ∂
∂t ′  M[Xc(t) Xc(t')] = ∂

∂τ  Kx(τ). 

 

Na základe riešenia príkladu 4.1 je Kx(0) = max[Kx(τ)], a preto ∂
∂τ  Kx(0) = 0, na 

základe čoho je: 

 

rx &x (0) = 0. 

 

 

Pr.4.9 

Určte hodnotu normovanej korelačnej funkcie rzx(τ) pre τ = 0 ak platí: 

 

Z(t) = a X(t) + b Y(t), 

 

kde a, b sú konštanty a X(t), Y(t) sú náhodné stacionárne procesy 

a) lineárne závislé,  

b) nezávislé. 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (3.1-6) a (4.10) dostaneme: 

 

mz = M[Y(t)] = M[a X(t) + b Y(t)] = a mx + b my, 

 

Zc(t) = Z(t) - mz = a X(t) + b Y(t) - (a mx + b my) = a Xc(t) + b Yc(t), 

 

Kzx(τ) = M[Zc(t) Xc(t+τ)] = M{[a Xc(t) + b Yc(t)] Xc(t+τ)} = a Kx(τ) + b Kyx(τ), 

 

Kz(τ) = M[Zc(t) Zc(t+τ)] = M{[a Xc(t) + b Yc(t)][a Xc(t+τ) + b Yc(t+τ)]} =  

= a2 Kx(τ) + a b [Kxy(τ) + Kyx(τ)] + b2 Ky(τ), 

 

Dz = Kz(0) = a2 Dx + 2 a b Kyx(0) + b2 Dy, 

 

rzx(0) = Kzx
z x

( )0
σ σ  = 

a D b K (

a  D a b K (

x yx
2

x
2

yx x

+

+ +

0

2 0 2

)

) D b D Dx y
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a) Na základe riešenia príkladu 4.7 dostaneme: 

 

Y(t) = c X(t) + d, 

 

Kyx(0) = c Kx(0) = c Dx, 

 

Ky(τ) = Dy = a2 Kx(0) = a2 Dx, 

 

rzx(0) =  a D b c D

a  D a b c D c
x x

2
x
2

x x

+

+ +2 2 2D b D Dx x
 =  ± 1. 

 

b)  V prípade nezávislosti X(t) a Y(t) (pozri príklad 2.5) dostaneme: 

 

rzx(0) = / a D

a  D
x

2
x
2 +b D Dy x

2 / < 1. 

 

 

Pr.4.10 

Určte kovariančnú funkciu Kyx(τ) a rozptyl Dy ak: 

 

Y(t) = X(t) + a(t), 

 

kde X(t) je stacionárny proces a a(t) je nenáhodná funkcia. 

Riešenie. 

Analogicky ako v príklade 2.1 dostaneme: 

 

my(t) = M[Y(t)] = M[X(t) + a(t)] = mx + a(t), 

 

Yc(t) = Y(t) - my = X(t) + a(t) - [mx + a(t)] = Xc(t), 

 

Kyx(τ) = M[Yc(t) Xc(t+τ)] = M[Xc(t) Xc(t+τ)] = Kx(τ), 
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Ky(τ) = M[Yc(t) Yc(t+τ)] = M[Xc(t) Xc(t+τ)] = Kx(τ), 

 

Dy = Kx(0) = Dx. 

 

Pr.4.11 

Určte kovariančnú funkciu Kyx(t,τ) a rozptyl Dy(t) ak:  

 

Y(t) = a(t) X(t), 

 

kde X(t) je stacionárny proces a a(t) je nenáhodná funkcia. 

Riešenie. 

Analogicky ako v príklade 2.1 dostaneme: 

 

my(t) = M[Y(t)] = M[a(t) X(t)] = a(t) mx, 

 

Yc(t) = Y(t) - my = a(t) X(t) - [a(t) mx] = a(t) Xc(t), 

 

Kyx(t,τ) = M[Yc(t) Xc(t+τ)] = M[a(t) Xc(t) Xc(t+τ)] = a(t) Kx(τ), 

 

Ky(t,τ) = M[Yc(t) Yc(t+τ)] = M[a(t) a(t+τ) Xc(t) Xc(t+τ)] = a(t) a(t+τ) Kx(τ), 

 

Dy(t) = Kx(t,0) = a(t)2 Dx. 

 

 

5. Stacionárne ergodické náhodné procesy 

 

Keď štatistické charakteristiky ľubovoľnej realizácie náhodného procesu sa 

zhodujú so štatistickými charakteristikami náhodného procesu, tak náhodný proces je 

ergodický. 

Charakteristiky strednú hodnotu mx, rozptyl Dx, kovariančné funkcie Kx(τ), 

Kxy(τ), korelačné funkcie Rx(τ), Rxy(τ) stacionárneho ergodického náhodného procesu 

možno určiť pomocou jedinej realizácie náhodného procesu, pričom platí: 
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 mx = limT→∞ 1
2T -T

T

∫ X(t) dt, (5.1) 

 

 Dx = limT→∞ 1
2T -T

T

∫ X(t)2 dt, (5.2) 

 

 Kx(τ) = limT→∞ 1
2T -T

T

∫ Xc(t) Xc(t+τ) dt, (5.3) 

 

 Kxy(τ) = limT→∞ 1
2T -T

T

∫ Xc(t) Yc(t+τ) dt, (5.4) 

 Rx(τ) = limT→∞ 1
2T -T

T

∫ X(t) X(t+τ) dt, (5.5) 

 

 Rxy(τ) = limT→∞ 1
2T -T

T

∫ X(t) Y(t+τ) dt. (5.6) 

 

 

Príklady 
 

Pr.5.1 

Určte hodnotu kovariančnej funkcie Kz(τ) pre rastúce τ procesov X(t) = A sinωt, 

ktorý je nenáhodný proces a Y(t), ktorý je stacionárny ergodický náhodný proces, ak 

platí: 

 

Z(t) = X(t) + Y(t). 

 

Riešenie. 
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Na základe riešenia príkladu 4.9, vzťahov (5.1-4) a nezávislosti procesov X(t) a 

Y(t) dostaneme: 

 

Kz(τ) = M[Zc(t) Zc(t+τ)] = M{[Xc(t) + Yc(t)][Xc(t+τ) + Yc(t+τ)]} =  

= Kx(τ) + Kxy(τ) + Kyx(τ) + Ky(τ) = Kx(τ) + Ky(τ), 

 

Kx(τ) = limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ A sinωt A sinω(t+τ) dt = 

= limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ A2

2 {cos[ωt - ω(t+τ)] - cos[ωt + ω(t+τ)]} dt =  

= A2

2  limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ [cosωτ - cosω(2t+τ)] dt = A2

2 cosωτ. 

 

Na základe riešenia príkladu 4.1 vyplýva, že pri raste časového oneskorenia τ 

hodnoty kovariančnej funkcie Ky(τ) stacionárného náhodného procesu Y(t) klesajú. Z 

toho vyplýva, že od určtej hodnoty τ v Kz(τ) prevláda príspevok Kx(τ) = A2

2  cosωτ 

oproti zanikajúcemu príspevku Ky(τ). 

 

 

Pr.5.2 

Určte hodnotu normovanej korelačnej funkcie ryx(τ) pre τ=0 závislých 

stacionárnych ergodických náhodných procesov Y(t) a X(t), keď platí: 

 

X(t) = cos(ωt+ϕ), Y(t) = sin(ωt+ϕ), X(t)2 + Y(t)2 = 1 a ϕ je náhodná veličina. 

 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (5.4) dostaneme: 

 

Kyx(τ) = limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ sin(ωt+ϕ) cos[ω(t+τ)+ϕ] dt = 
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= limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ 1
2  {sin[ωt+ϕ-ω(t+τ)-ϕ] + sin[ωt+ϕ+ω(t+τ)+ϕ]} dt = 

= limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ 1
2  [sin(-ωτ) + sin(2ωt + ωτ+2ϕ)] dt = - 1

2  sinωτ. 

 

ryx(0) = 
Kyx

y x

( )0
σ σ  = 0

σ σy x
 = 0. 

 

 

6. Charakteristiky náhodných procesov vo frekvenčnej oblasti 
 

Frekvenčnú štruktúru procesov (polí) x(t) ako rozklad funkcie x(t) podľa 

uhlovej frekvencie (vlnového čísla) ω opisujú charakteristiky vo frekvenčnej oblasti. 

V prípade, ak je splnená podmienka: 

 

-∞

∞

∫ /x(t)/2 dt < ∞, 

 

existuje Fourierová transformácia X(iω) [resp. X(if)] funkcie x(t), pre ktorú je: 

 

 X(iω) = a
-∞

∞

∫ x(t) e-icωt dt,  x(t) = b
-∞

∞

∫ X(iω) eicωt dω, 

 

kde je: 

 

 a b = 
/ /c
2π

. 

 

Potom napríklad je: 

 



  

 

46

 X(iω) = 
-∞

∞

∫ x(t) e-iωt dt, resp. X(if) = 
-∞

∞

∫ x(t) e-i2πft dt (6.1.a-b) 

 

a inverzná Fourierová transformácia X(iω) [resp. X(if)] funkcie x(t) je: 

 

 x(t) = 1
2π -∞

∞

∫ X(iω) eiωt dω, resp. x(t) = 
-∞

∞

∫ X(if) ei2πft df, (6.2.a-b) 

 

Spektrálna výkonová hustota Sx(ω) funkcie x(t) je definovaná ako Fourierová 

transformácia korelačnej funkcie Rx(τ) a tak je: 

 

 Sx(ω) = 
-∞

∞

∫ Rx(τ) e-iωτ dτ, resp. Sx(f) = 
-∞

∞

∫ Rx(τ) e-i2πfτ dτ, (6.3.a-b) 

 

 Rx(τ) = 1
2π -∞

∞

∫ Sx(ω) eiωτ dω, resp. Rx(τ) = 
-∞

∞

∫ Sx(f) ei2πfτ df, (6.4.a-b) 

 

Spektrálna výkonová hustota (vzájomná) Sxy(iω) funkcií x(t) a y(t) je definovaná 

ako Fourierová transformácia korelačnej funkcie Rxy(τ) a tak je: 

 

 Sxy(iω) = 
-∞

∞

∫ Rxy(τ) e-iωτ dτ, resp. Sxy(if) = 
-∞

∞

∫ Rxy(τ) e-i2πfτ dτ, (6.5.a-b) 

 

 Rxy(τ) = 1
2π -∞

∞

∫ Sxy(ω) eiωτ dω, resp. Rxy(τ) = 
-∞

∞

∫ Sxy(f) ei2πfτ df, (6.6.a-b) 

 

Koherenčná funkcia γxy(ω) funkcií x(t) a y(t) je: 

 

 γxy
2(ω) = 

/ ( ) /
( ) ( )
S i

S S
xy

x y

ω
ω ω

2

. (6.7) 
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Príklady 
 

Pr.6.1 

Ukážte, že platí vzťah: 

 

Dx = 1
2π

-∞

∞

∫ Sx(ω) dω - mx
2 

 

medzi rozptylom Dx a spektrálnou výkonovou hustotou Sx(ω) stacionárneho 

náhodného procesu x(t). 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (6.4.a) a riešenia príkladu 2.4 dostaneme: 

 

Dx = M[x(t)2] - mx
2 = Rx(0) - mx

2 = 1
2π

-∞

∞

∫ Sx(ω) eiω0 dω - mx
2 =  

= 1
2π

-∞

∞

∫ Sx(ω) dω - mx
2. 

 

 

Pr.6.2 

Vyjadrite spektrálnu výkonovú hustotu Sx(ω) funkcie x(t) pomocou Fourierovej 

transformácie X(iω) funkcie x(t). 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (6.1.a) a (6.2.a) dostaneme: 

 

Dx + mx
2 = M[x(t)2] = limT→∞ 1

2T
-T

T

∫ x(t)2 dt = limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ x(t) x(t) dt =  

= limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ x(t) 1
2π

-∞

∞

∫ X(iω) eiωt dω dt = 1
2π  limT→∞ 1

2T
-T

T

∫ X(iω) X (iω) dω =  
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= 1
2π

-∞

∞

∫ limT→∞ 1
2T  /X(iω)/2 dω. 

 

Porovnaním získaného vzťahu so vzťahom ukázaným v príklade 6.1 dostaneme:  

 

Sx(ω) = limT→∞ 1
2T  /X(iω)/2. 

 

 

Pr.6.3 

Ukážte, že spektrálna výkonová hustota Sx(ω) funkcie x(t) sa rovná Fourierovej 

transformácii korelačnej funkcie Rx(τ) využitím vzťahu, ktorý bol ukázaný v príklade 

6.2. 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (6.1.a) a (6.2.a) a riešenia príkladu 6.2 dostaneme: 

 

Rx(τ) = limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ x(t) x(t+τ) dt =  

= limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ x(t) 1
2π

-∞

∞

∫ X(iω) eiω(t+τ) dω dt = 

= 1
2π  limT→∞ 1

2T
-T

T

∫ X(iω) X (iω) eiωτ dω = 1
2π

-∞

∞

∫ Sx(ω) eiωτ dω. 

 

 

Pr.6.4 

Vyjadrite spektrálnu výkonovú hustotu Syx(ω) funkcií y(t) a x(t) pomocou 

Fourierových transformácií Y(iω), X(iω) funkcií y(t) a x(t). 

Riešenie. 

Na základe vzťahov (6.1.a) a (6.2.a) dostaneme: 
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Rxy(τ) = limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ x(t) y(t+τ) dt =  

= limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ 1
2π

-∞

∞

∫ Y(iω) e iω(t+τ) x(t) dω dt =  

=  1
2π  limT→∞ 1

2T
-T

T

∫ X (iω) Y(iω) eiωτ dω = 1
2π

-∞

∞

∫ limT→∞ 1
2T  X (iω) Y(iω) eiωτ dω. 

 

Porovnaním získaného vzťahu so vzťahom (6.6.a) dostaneme: 

 

Sxy(ω) = limT→∞ 1
2T  X (iω) Y(iω). 

 

 

Pr.6.5 

Určte spektrálnu výkonovú hustotu Sx(ω) stacionárneho náhodného procesu 

(bieleho šumu), ktorého korelačná funkcia má tvar Diracovho impulzu: 

 

Rx(τ) = δ(τ). 

 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (6.3.a) je: 

Sx(ω) = 
-∞

∞

∫ δ(τ) e-iωτ dt. 

 

Na základe vzťahu (1.8) je: 

Sx(ω) = e d e-i -i

-

-ωτ ωδ τ τ( )0 0=∫
∞

∞

= 1. 

 

 

Pr.6.6 

Ukážte, že platí vzťah: 
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Sxy(iω) = S yx(iω). 

 

Riešenie. 

V príklade 6.4 bol ukázaný vzťah, na základe ktorého je: 

 

Sxy(iω) = limT→∞ 1
2T  X (iω) Y(iω). 

 

Analogicky sa dá ukázať, že platí aj vzťah: 

 

Syx(iω) = limT→∞ 1
2T  Y (iω) X(iω). 

 

Porovnaním uvedených vzťahov dostaneme hľadaný vzťah: 

 

Syx(iω) = S xy(iω). 

 

 

Pr.6.7 

Ukážte, že pre koherenčnú funkciu funkcií x(t) a y(t) platí nerovnosť: 

 

γxy
2(ω) ≤  1. 

 

Riešenie. 

V príklade 4.4 bol ukázaný vzťah, na základe ktorého platí: 

 

/ ( )/
( ) ( )
R

R R
xy

x y

0
0 0

2

 = 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

2
1 2 1 2

1
2

2
1 2 1 2

π

π

ω ω ω ω

ω ω ω ω

- -

- -

∞

∞

∞

∞

∞

∞

∞

∞

∫ ∫

∫ ∫

S i S i d d

S S d d

xy xy

x y

 = 
/ ( )/

( ) ( )
S i

S S
xy

x y

ω
ω ω

2

 ≤  1, 

 

pričom sme zohľadnili vzťah ukázaný v príklade 6.6 a vzťahy (6.4.a) a (6.6.a). 
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Pr.6.8 

Určte spektrálnu výkonovú hustotu Sz(ω) stacionárneho náhodného procesu 

Z(t), ak platí: 

 

Z(t) = a X(t) + b Y(t), 

 

kde X(t) a Y(t) sú stacionárne náhodné procesy, pričom su známe ich spektrálne 

výkonové hustoty Sx(ω), Sxy(iω), Sy(ω) a konštanty a, b. 

Riešenie. 

V príklade 4.9 bol ukázaný vzťah, na základe ktorého platí: 

 

Rz(τ) = M[Z(t) Z(t+τ)] = a2 Rx(τ) + a b [Rxy(τ) + Ryx(τ)] +b2 Ry(τ). 

 

Využitím vzťahov (6.3.a) a (6.5.a) a vzťahu z príkladu 6.6 dostaneme vzťah: 

 

Sz(ω) = a2 Sx(ω) + a b [Sxy(iω) + S xy(iω)] +b2 Sy(ω). 

 

 

Pr.6.9 

Určte korelačnú funkciu Rx(τ) stacionárneho procesu (bieleho šumu), ktorého 

spektrálna výkonová hustota je: 

 

Sx(ω) = So. 

 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (6.4.a) je: 

 

Rx(τ) = 1
2π

-∞

∞

∫ So eiωτ dω = So
2π

-∞

∞

∫ eiωτ dω. 

 

Na základe vzťahu (6.3.a) a (1.8) je: 
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Sδ(ω) = 
-∞

∞

∫ δ(τ-τo) e-iωτ dτ = e o-iωτ . 

 

Inverznou Fourierovou transformáciou dostaneme vzťah: 

 

δ(τ-τo) = 1
2π

-∞

∞

∫ Sδ(ω) eiωτ dω = 1
2π

-∞

∞

∫ e o-iωτ  eiωτ dω = 1
2π

-∞

∞

∫ e o-i -ω τ τ( )  dω. 

 

Pre náš prípad τo = 0 dostaneme vzťah: 

 

Rx(τ) = So
2π

-∞

∞

∫ eiω(τ-0) dω = So δ(τ). 

 

Na základe vzťahu (1.8) je: 

 

Sx(ω) = So e d S eo
-i -i

-

-ωτ ωδ τ τ( )0 0=∫
∞

∞

= So. 

 

 

Pr.6.10 

Určte spektrálnu výkonovú hustotu Sx(ω) náhodného procesu X(t) ak: 

 

X(t) = A sin(ωot + ϕ), 

 

kde ϕ je náhodná veličina. 

Riešenie. 

Najskôr určíme korelačnú funkciu Rx(τ) náhodného procesu X(t): 

 

Rx(τ) = limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ A sin(ωot+ϕ) A sin[ωo(t+τ)+ϕ] dt = 
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= limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ A2

2 {cos[ωot +ϕ - ωo(t+τ)-ϕ] - cos[ωot+ϕ + ωo(t+τ)+ϕ]} dt =  

= A2

2  limT→∞ 1
2T

-T

T

∫ [cos(-ωoτ) - cos(2ωot+ωoτ+2ϕ)] dt = A2

2  cosωoτ. 

 

Na základe vzťahu (6.3.a) je: 

 

Sx(ω) = 
-∞

∞

∫ A2

2 cosωoτ e-iωτ dτ = A2

4
-∞

∞

∫ (e oiω τ  + e o-iω τ ) e-iωτ dτ =  

= A2

4
-∞

∞

∫ [e o-i( -ω ω τ)  + e o-i(ω ω τ+ ) ] dτ = 2π A2

4  [δ(ω-ωo) + δ(ω+ωo)]. 

 

 

Pr.6.11 

Určte spektrálnu výkonovú hustotu Sx(ω) stacionárneho náhodného procesu X(t) 

s korelačnou funkciou: 

 

Rx(τ) = Dx e-α ⎢τ ⎢, 

 

kde α > 0. 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (6.3.a) je: 

 

Sx(ω) = 
-∞

∞

∫ Dx e-α ⎢τ ⎢ e-iωτ dτ = Dx
-∞

∞

∫ e-(α ⎢τ ⎢+ iωτ) dτ =  

= Dx [
0

∞

∫ e-(α + iω)τ dτ + 
-∞

0

∫ e(α - iω)τ dτ] = Dx ( 1
α ω+i  + 1

α ω-i ) = Dx 2
2 2

α
α ω+

. 

 

 

Pr.6.12 
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Určte spektrálnu výkonovú hustotu Sx(ω) stacionárneho náhodného procesu X(t) 

s korelačnou funkciou: 

 

Rx(τ) = Dx e-α ⎢τ ⎢ cosωoτ, 

 

kde α > 0. 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (6.3.a) je: 

 

Sx(ω) = 
-∞

∞

∫ Dx e-α ⎢τ ⎢ cosωoτ e-iωτ dτ = Dx
2

-∞

∞

∫ e-α ⎢τ ⎢(e oiω τ  + e o-iω τ ) e-iωτ dτ =  

= Dx
2 {

0

∞

∫ [e( - + -i )α ω ω τi o  + e( - - -i )α ω ω τi o ] dτ + 
-∞

0

∫ [e(α ω ω τ+ -i )i o  + e(α ω ω τ- -i )i o ] dτ} = 

= Dx
2  [ 1

α ω ω- - )i o(  + 1
α ω ω+ + )i o(  + 1

α ω ω+ - )i o(  + 1
α ω ω- + )i o( ] = 

= Dx ( α
α ω ω2 2+ +( )o

 + α
α ω ω2 2+( )o -

 ). 

 

 

Pr.6.13 

Určte spektrálnu výkonovú hustotu S &x (ω) derivácie &X (t) stacionárneho 

náhodného procesu X(t) pomocou spektrálnej výkonovej hustoty Sx(ω) náhodného 

procesu X(t). 

Riešenie. 

Najskôr na základe riešenia príkladu 4.8 určíme korelačnú funkciu R &x (τ) 

stacionárneho náhodného procesu X(t): 

 

R &x (τ) = R &x (t,t') = ∂
∂ ∂

2R t
t t
x ( '

'
-t)  = ∂ τ

∂τ

2

2
Rx ( ) . 

 

Na základe vzťahu (6.4.a) je: 

 



  

 

55

R &x (τ) = 1
2π

-∞

∞

∫ S &x (ω) eiωτ dω, 

 

ale aj: 

 

Rx(τ) = 1
2π

-∞

∞

∫ Sx(ω) eiωτ dω. 

 

Úpravou dostaneme: 

 

∂ τ
∂τ

2

2
Rx ( )  = -ω

π
2

2
-∞

∞

∫ Sx(ω) eiωτ dω, 

 

R &x (τ) = ∂ τ
∂τ

2

2
Rx ( )  = -ω

π
2

2
-∞

∞

∫ Sx(ω) eiωτ dω. 

 

Porovnaním vzťahov pre vyjadrenie korelačnej funkcie R &x (τ) dostaneme vzťah: 

 

S &x (ω) = -ω2 Sx(ω). 

 

 

 

Pr.6.14 

Určte Fourierovu transformáciu &X (iω) funkcie &x (t), ak poznáme Fourierovu 

transformáciu X(iω) funkcie x(t). 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (6.2.a) je: 

 

&x (t) = 1
2π

-∞

∞

∫ &X (iω) eiωt dω,  
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ale aj: 

x(t) = 1
2π

-∞

∞

∫ X(iω) eiωt dω. 

 

Úpravou dostaneme: 

 

&x (t) = d x t
dt
( )  = iω

π2
-∞

∞

∫ X(iω) eiωt dω. 

 

Porovnaním vzťahov pre vyjadrenie funkcie &x (t) dostaneme vzťah: 

 

&X (iω) = i ω X(iω). 

 

 

7. Markovove procesy 
 

Náhodný proces, ktorého charakteristiky v ľubovoľnom časovom okamihu sú 

závislé iba od charakteristík v určitom predchádzajúcom okamihu, sa nazýva 

Markovov náhodný proces. 

Pre n - rozmernú hustotu f(xn,tn,xn-1,tn-1,...,x2,t2,x1,t1) náhodného procesu platí: 

 

 f(xn,tn,xn-1,tn-1,...,x2,t2,x1,t1) =  

 = f(xn,tn| xn-1,tn-1,...,x2,t2,x1,t1) f(xn-1,tn-1,...,x2,t2,x1,t1), (7.1) 

 

pre n - rozmernú hustotu f(xn,tn,xn-1,tn-1,...,x2,t2,x1,t1) Markovového procesu platí: 

 

 f(xn,tn,xn-1,tn-1,...,x2,t2,x1,t1) = f(xn,tn| xn-1,tn-1) f(xn-1,tn-1,...,x2,t2,x1,t1), (7.2) 

 

kde f(xn,tn| xn-1,tn-1) je podmienená hustota pravdepodobnosti, ktorá vyjadruje, že 

hodnota procesu x(t) sa bude v čase tn rovnať xn, keď v čase tn-1 sa rovnala xn-1. Pre 

podmienenú hustotu pravdepodobnosti platí: 
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 f(xj,tj| xj-1,tj-1) ≥  0, (7.3) 

 

 
-∞

∞

∫ f(xj,tj| xj-1,tj-1) dxj = 1, (7.4) 

 

V prípade Markovového procesu platí: 

 

 f(x,t| x0,t0) = 
-∞

∞

∫ f(x,t| z,τ) f(z,τ| x0,t0) dz. (7.5) 

 

 

Príklady 
 

Pr.7.1  

Nájdite vzťah, pomocou ktorého možno určiť podmienenú hustotu 

pravdepodobnosti f(x,t| x0,t0) Markovového procesu s nezávislými premennými x0, t0 

(prvá spätná Kolmogorovova rovnica). 

Riešenie 

Proces X(t) považujeme za spojitý [ak pri malých časových intervaloch môžu 

len s malou pravdepodobnosťou vzniknúť značné (čo do veľkosti) prírastky] a do 

vzťahu (7.5) dosadíme vzťah τ = t0 + ∆t, (∆t > 0). Potom: 

 

f(x,t| x0,t0) = 
-∞

∞

∫ f(x,t| z,t0 + ∆t) f(z,t0 + ∆t| x0,t0) dz. 

 

Rozložením funkcie f(x,t| z,t0 + ∆t) do Taylorovho radu v okolí z = x0 dostaneme: 

 

f(x,t| x0,t0) = 
-∞

∞

∫ [f(x,t| x0,t0 + ∆t) +  
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+ ∂
∂

f
x0

 (z - x0) + 1
2

∂
∂

2

0
2
f

x
 (z - x0)2 + 1

6
∂
∂

3

0
3
f

x
 (z - x0)3 + ...] f(z,t0 + ∆t| x0,t0) dz. 

 

Na základe vzťahu (7.4) je: 

 

f(x,t| x0,t0) - [f(x,t| x0,t0 + ∆t) =  

= ∂
∂

f
x0

-∞

∞

∫ (z - x0) f(z,t0 + ∆t| x0,t0) dz + 1
2

∂
∂

2

0
2
f

x
-∞

∞

∫ (z - x0)2 f(z,t0 + ∆t| x0,t0) dz +  

+ 1
6

∂
∂

3

0
3
f

x
-∞

∞

∫ (z - x0)3 f(z,t0 + ∆t| x0,t0) dz + ..., 

 

0= ∂
∂

f
t0

 + a ∂
∂

f
x0

 + 1
2  b ∂

∂

2

0
2
f

x
 + 1

6  c ∂
∂

3

0
3
f

x
 + ..., 

 

kde  

 

a(x0,t0) = lim∆t→0 M z[ ]-x
t

0
∆ , 

b(x0,t0) = lim∆t→0 M z[( ) ]-x
t

0
2

∆ , 

c(x0,t0) = lim∆t→0 M z[( ) ]-x
t

0
3

∆ , 

                   . 

 

 

Pr.7.2  

Nájdite vzťah, pomocou ktorého možno určiť podmienenú hustotu 

pravdepodobnosti f(x,t| x0,t0) Markovového procesu s nezávislými premennými x, t 

(druhá priama Kolmogorovova rovnica). 

Riešenie 

Nech ϕ(x) je ľubovoľná spojitá diferencovateľná (do druhého poriadku) funkcia 

X(t), na hraniciach definičného oboru a b,  rovná nule (spolu s prvými dvoma 

deriváciami). S ohľadom na analógiu s normálnym rozdelením uvažujeme definičný 

obor ∞ ∞, . Do vzťahu (7.5) dosadíme vzťah t = t + ∆t, τ = t, a potom: 
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f(x,t + ∆t| x0,t0) = 
-∞

∞

∫ f(x,t + ∆t| z,t) f(z,t| x0,t0) dz. 

 

Funkciu 
-∞

∞

∫ ∂
∂

f x t x t
t

( , | , )0 0  ϕ(x) dx pri zohľadnení vzťahu (7.5) vyjadríme v tvare: 

 

-∞

∞

∫ ∂
∂

f x t x t
t

( , | , )0 0  ϕ(x) dx =  

= 
-∞

∞

∫ lim∆t→0
-∞

∞

∫ [f(x,t + ∆t| z,t) f(z,t| x0,t0) dz - f(x,t| z,t) f(z,t| x0,t0) dz] ϕ(x) dx =  

= lim∆t→0
-∞

∞

∫ [
-∞

∞

∫ f(x,t + ∆t| z,t) f(z,t| x0,t0) dz - f(x,t| x0,t0)] ϕ(x) dx =  

= lim∆t→0 [
-∞

∞

∫ f(z,t| x0,t0) 
-∞

∞

∫ f(x,t + ∆t| z,t) ϕ(x) dx dz - 
-∞

∞

∫ f(x,t| x0,t0)] ϕ(x) dx =  

 

Zámenou premenných x, z dostaneme: 

 

-∞

∞

∫ ∂
∂

f x t x t
t

( , | , )0 0  ϕ(x) dx =  

= lim∆t→0
-∞

∞

∫ f(x,t| x0,t0) [
-∞

∞

∫ f(z,t + ∆t| x,t) ϕ(z) dz - ϕ(x)] dx. 

 

Rozložením funkcie ϕ(z) do Taylorovho radu v okolí z=x zanedbajúc členy s 

vyššími mocninami dostaneme: 

 

-∞

∞

∫ f(z,t + ∆t| x,t) ϕ(z) dz =  
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= 
-∞

∞

∫ f(z,t + ∆t| x,t) [ϕ(x) + ϕ'(x) (x-z) + 1
2 ϕ''(x)(x-z)2] dz. 

 

Zohľadnením vzťahu (7.3) a vlastností derivácií funkcie ϕ(x) na hraniciach jej 

definičného oboru (integráciou per partes) dostaneme: 

 

-∞

∞

∫ ∂
∂

f x t x t
t

( , | , )0 0  ϕ(x) dx = 
-∞

∞

∫ [f(x,t| x0,t0) [ϕ'(x) a(x,t) + 1
2 ϕ''(x) b(x,t)] dx =  

= 
-∞

∞

∫ [- ∂
∂

( )f a
x  + 1

2  ∂
∂

2

2
( )f b
x

] ϕ(x) dx, 

 

∂
∂
f
t  + ∂

∂
( )f a

x  - 1
2  ∂

∂

2

2
( )f b
x

 = 0,  

 

kde koeficienty a( x,t), b( x,t) majú analogický tvar ako v príklade 7.1, len závisia od 

x, t. 

 

 

Pr.7.3  

Nájdite vyjadrenie druhej Kolmogorovovej rovnice pre 2n-rozmerný Markovov 

proces tvorený náhodnými procesmi q(t) = {qj(t)}, &q (t) = { q j(t)}, j=1,2,...n, pre ktoré 

je: 

 

&&q (t) = ϕ[q(t), &q (t)] + f(t), 

 

kde f(t) = {fj(t)}, j=1,2,...n, sú centrované náhodne procesy s vlastnosťami bieleho 

šumu (mfj = 0, Kfjfk(τ) = Ajk δ(τ), j,k=1,2,...n). 

Riešenie 

K vyjadreniu druhej Kolmogorovovej rovnice pre 2n-rozmerný Markovov 

proces v tvare: 
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∂
∂
f
t  + 

j

n

=1

2

∑ ∂
∂

( )f a
x

j

j
 - 1

2
j

n

=1

2

∑
j

n

=1

2

∑  
∂
∂ ∂

2( )f b
x x

jk

j k
 = 0,  

 

ktorej vyhovuje 2n-rozmerná podmienená hustota pravdepodobnosti f(x1,x2,...,x2n,t| 

x10,x20,...,x2n0,t0), je potrebné určiť koeficienty aj(x1,x2,...,x2n,t) a b1(x1,x2,...,x2n,t). 

Zavedením vektora x(t) v tvare: 

 

x(t) = 
&( )
( )

q
q

t
t

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,  

 

platí: 

 

&x (t) = ϕ[x(t)] + f(t), 

 

pričom na základe riešenia príkladov 7.1-2 a v prípade malej hodnoty je: 

 

zj - xj = 
t

t t+

∫
∆

[ϕj(x1,x2,...,x2n,t) + fj(t)] dt = ϕj(x1,x2,...,x2n,t) ∆t + 
t

t t+

∫
∆

fj(t) dt, 

 

aj = lim∆t→0 
M z j[ ]-x

t
j

∆  = ϕj(x1,x2,...,x2n,t) + lim∆t→0 1
∆t

t

t t+

∫
∆

mf(t) dt = 

 = ϕj(x1,x2,...,x2n,t), 

 

bjk = lim∆t→0 
M z zj k[( ) ( )]-x -x

t
j k
∆  =  

= lim∆t→0 1
∆t  [ϕj ϕk ∆t2 + ϕj ∆t 

t

t t+

∫
∆

mk(t) dt + ϕk ∆t 
t

t t+

∫
∆

mf(t) dt +  

+ 
t

t t+

∫
∆

t

t t+

∫
∆

Kfjfk(t1,t2) dt1 dt2] = lim∆t→0 1
∆t  

t

t t+

∫
∆

t

t t+

∫
∆

Kfjfk(t1,t2) dt1 dt2 =  

= lim∆t→0 1
∆t  Ajk

t

t t+

∫
∆

t

t t+

∫
∆

δ(t2 - t1) dt1 dt2 = Ajk. 
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III. Náhodné kmitanie lineárnych sústav 
 

Matematický model opisujúci kmitanie lineárnej sústavy je daný lineárnou 

vektorovou obyčajnou nehomogénnou diferenciálnou rovnicou: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) =  f(t),   

 

kde q(t) a f(t) sú n - rozmerné vektory zovšeobecnených výchyliek a síl v čase t. 

Matice M, B, K sú štvorcové matice stupňa n reprezentujúce fyzikálne parametre 

sústavy. Sústavy, ktorých matice M, B, K sú nezávislé na čase t, sú sústavy s 

konštantnými koeficientami. V ďalšom, ak nebude výslovne povedané inak, sa 

budeme zaoberať sústavami s konštantnými koeficientami. 

Pre vektor zovšeobecnených výchyliek platí: 

 

q(t) =  qv(t) + qp(t), 

 

kde vektor qv(t) je všeobecným riešením homogénnej rovnice opisujúcim voľné 

kmitanie sústavy, pri nenulových začiatočných podmienkach. Vektor qp(t) je 

partikulárnym riešením nehomogénnej rovnice opisujúcim vynútené kmitanie 

sústavy, pri ľubovoľných začiatočných podmienkách. 

V prípade, ak na vstupe do lineárnej sústavy je f(t) náhodný proces s 

normálnym rozdelením, tak aj na výstupe zo sústavy bude q(t) náhodný proces s 

normálnym rozdelením. 

 

 

8. Voľné kmitanie sústav pri náhodných začiatočných podmienkach 

 

V prípade zjednodušujúcich predpokladov [matice M, B, K sú symetrické, 

sústava má jednoduchú štuktúru, je nepretlmená, matica B je proporcionálna (B = α 

M + β K)] vektor opisujúci voľné kmitanie sústavy je: 

 

qv(t) = {qvj(t)} = V ( e tS a + e tS b),  (8.1.a) 



 52

 

qvj(t) = 
k

n

=1
∑ vjk (ak es tk  + bk es tk ),  (8.1.b) 

 

kde matice V = {vjk(t)} a S = diag(sj), j,k=1,2,…,n, reprezentujú modálne a spektrálne 

vlastnosti sústavy, ktoré možno vypočítať riešením problému vlastných čísiel: 

 

(M s2 + K) v = 0,  (8.2) 

 

pričom platí: 

 

VT M V = I,       (8.3) 

 

VT B V = 2 ∆= diag(2δj),       (8.4) 

 

VT K V = Ωo
2= diag(ωoj

2),   (8.5) 

 

sj = -δj + ω δoj
2 -  j

2 .  (8.6) 

 

Prvky aj, bj, j=1,2,…,n, vektorov a, b sú konštanty, ktoré sú určené 

začiatočnými podmienkami qv(0) = qv0, &q (0) = &q v0. 

 

 

Príklady 

 

Pr.8.1 

S presnosťou 1% nájdite maximálnu hodnotu maximálneho napätia max(σmax) v 

nosníku zanedbateľnej hmotnosti s materiálovými a geometrickými charakteristikami 

E, b, Jx, Wx, l (modul pružnosti, súčiniteľ viskózneho tlmenia, prierezový moment 

zotrvačnosti, modul prierezu, dĺžka nosníka) podľa obrázka č. 4 pri náhodných 

začiatočných podmienkach s normálnym rozdelením, daných strednými hodnotami 



 53

myo, m &yo , rozptylmi Dyo, D &yo  a kovarianciou Kyo &yo  začiatočnej výchylky y(t=0) = yo 

a rýchlosti &y (t=0) = &y o koncového bodu nosníka, v ktorom je umiestnené bremeno s 

hmotnosťou m zanedbateľných rozmerov. 

 

 

 
 

Obr. č. 4 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica voľného kmitania bremena je: 

 

m &&y (t) + b &y (t) + k y(t) = 0, 

 

kde k = 3 E Jx / l3. Jej riešením dostaneme rovnicu výchylky y(t) koncového bodu 

nosníka:  

 

y(t) = e-δt [yo (cos ωdt + δ
ωd

 sin ωdt) + 1
ωd

 &y o sin ωdt] = 

= e-δt [yo f1(t) + 1
ωd

 &y o f2(t)], 

 

kde 2δ = b / m, ωd
2 = ωo

2 - δ2, ωo
2= k / m. Jej využitím dostaneme ako pri riešení 

príkladov 3.1-2 rovnice pre strednú hodnotu, kovariančnú funkciu a rozptyl výchylky 

koncového bodu nosníka y(t): 

 

my(t) = M[y(t)] = e-δt [myo f1(t) + 1
ωd

 m &yo  f2(t)], 

 

Ky(t,t') = M[y(t) y(t')] =   

= e-δ(t+t') {Dyo f1(t) f1(t') + 1
ωd

 Kyo &yo  [f1(t) f2(t') + f1(t') f2(t)] + 1
2ωd

 D &yo  f2(t) f2(t')}, 
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Dy(t) = M[y(t)2] = e-2δt [Dyo f1(t)2 + 2
ωd

 Kyo &yo  f1(t) f2(t) + 1
2ωd

 D &yo  f2(t)2]. 

 

Maximálne napätie σmax(t) v mieste votknutia nosníka je: 

 

σmax(t) = a y(t). 

 

kde a = 3 E Jx / (Wx l2). Na základe riešenia príkladu 1.12 dostaneme maximálnu 

hodnotu napätia v mieste votknutia v ľubovoľnom časovom okamihu: 

 

max[σmax(t)] = a my(t) + 3 a σy(t). 

 

Určením hodnoty času tm, pre ktorý má funkcia max[σmax(t)] maximálnu 

hodnotu, dostaneme hodnotu napätia v nosníku max[σmax(tm)], ktorá pri daných 

začiatočných podmienkach nebude prekročená s pravdepodobnosťou viac ako 0,99. 

 

 

Pr.8.2 

Nájdite tuhostné a tlmiace parametre kA = k l2, bA = b l2 sústavy s telesom s 

momentom zotrvačnosti IA k bodu A podľa obrázka č. 5, tak aby sa teleso pod 

vplyvom náhodných začiatočných podmienok s normálnym rozdelením, daných 

strednými hodnotami mϕo = 0, m &ϕo  a rozptylmi Dϕo = 0, D &ϕo , začiatočných uhlových 

výchyliek ϕ(t = 0) = ϕo a rýchlostí &ϕ (t = 0) = &ϕ o, natočila o uhol menší ako ϕd a aby 

sa uhlové výchylky ϕ(t) sústavy za čas tk zmenšili d-krát. 
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ϕ

 

 

Obr. č. 5 

 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica voľného kmitania uvedenej sústavy je: 

 

IA &&ϕ (t) + bA &ϕ (t) + kA ϕ(t) = 0. 

 

Na základe riešenia príkladu 8.1 dostaneme vyjadrenie strednej hodnoty a 

rozptylu uhlovej výchylky telesa ϕ(t) v tvare: 

 

mϕ(t) = M[ϕ(t)] = 1
ωd

 e-δt m &ϕo  sin ωdt, 

 

Kϕ(t,t') = M[ϕ(t) ϕ(t')] = 1
2ωd

 e-δ(t+t') D &ϕo  sin ωdt sin ωdt', 

 

Dϕ(t) = σϕ
2(t) = M[y(t)2] = 1

2ωd
 e-2δt D &ϕo  sin2 ωdt. 

 

kde 2δ = bA / IA, ωd
2 = ωo

2 - δ2, ωo
2 = kA / IA. 

Analogicky ako pri riešení príkladu 8.1 maximálnu hodnotu uhlovej výchylky 

ϕmax(t) v ľubovoľnom časovom okamihu možno nájsť v tvare: 
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ϕmax(t) = 1
ωd

 [m &ϕo  + 3 σ &ϕo ] e-δt sin ωdt. 

 

V čase tm = π/(2 ωd) dosiahne uhlová výchylka telesa maximálne hodnoty, a tak 

na základe príkladu 1.12 je:  

 

ϕd > ϕmax(tm) ≅  1
ωd

 [m &ϕo  + 3 σ &ϕo ], (e-δt ≅  1), 

 

kA > { 1
ϕd

 [m &ϕo  + 3 σ &ϕo ] IA}2, (ωd
2 ≅  ωo

2). 

 

Pre čas tk platí: 

 

tk = tkT + ∆tk = (2  - 1) 
2 d

n π
ω  + ∆tk,  n = 1,2,...,, 

 

na základe čoho je: 

 

ϕd d > 1
ωd

 [m &ϕo  + 3 σ &ϕo ] e-  tkδ  sin ωdtk = 1
ωd

 [m &ϕo  + 3 σ &ϕo ] e-  tkδ , 

 

ωd d > e-  tkδ , (ϕd ≅  [m &ϕo  + 3 σ &ϕo ]). 

 

Úpravou uvedených vzťahov možno získať hodnotu δ a následne hodnotu bA. 

 

 

Pr.8.3 

Určte stredné hodnoty mqj a rozptyly Dqj výchyliek qj, j=1,2 sústavy s 

parametrami mj, bj, kj, (bj = β kj) podľa obrázka č. 6, ak sústava kmitá pod vplyvom 

náhodných začiatočných podmienok daných strednými hodnotami a rozptylmi mqjo, 

Dqjo začiatočných výchyliek a rýchlostí qj(t=0) = 0, (j=1,2), &q 1(t=0) = &q 1o, &q 2(t=0) = 

0. 
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Obr. č. 6 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica voľného kmitania uvedenej sústavy je: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) = 0, 

 

kde  

M = 
m

m
1

2

0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , B = β K, K = 

k k k
k k

1 2 2

2 2

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

-
-

, q(t) = 
q t
q t

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ . 

 

Vynásobením rovnice zľava maticou VT a vyjadrením vektora q(t) v tvare q(t) = V v(t) 

dostaneme (maticu V = {vj} = {vj,k} nájdeme riešením problému vlastných čísiel v 

tvare [K - ωoj
2 M] vj(t) = 0) rovnicu: 

 

&&v j(t) + 2 δj &v j(t) + ωoj
2 vj(t) = 0,   j=1,2, 

 

kde pre maticu V platia podmienky (8.2-6). Jej riešením dostaneme: 

 

vj(t) = e t- jδ  (Aj cos ωdjt + Bj sin ωdjt),   j=1,2, 

 

kde ωdj
2 = ωoj

2 - δj
2. Vyjadrením výchyliek qj(t) a pri zohľadnení začiatočných 

podmienok analogicky ako pri riešení príkladu 8.1 dostaneme: 
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mq j
(t) = mq jo&  [e t- 1δ  fj,1(t) + e t- 2δ  fj,2(t)],   j=1,2, 

 

Dq j
(t) = Dq jo&  [e t- 1δ  fj,1(t) + e t- 2δ  fj,2(t)]2,   j=1,2, 

 

kde fj,k(t) = vj,k Bk sin ωdkt, j,k=1,2, 

 

v v
v v

d d

d d

11 1 12 2

21 1 22 2

ω ω
ω ω

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

B
B

1

2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  = 

&q o1

0
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ . 

 

 

9. Nestacionárne vynútené kmitanie sústavy 

 

V prípade rovnakých zjednodušujúcich predpokladov ako v kapitole č. 8 vektor 

opisujúci vynútené kmitanie sústavy je: 

 

qp(t) = {qpj(t)} = 
0

t

∫ V ( e tS( - )τ  + e tS ( - )τ ) VT f(τ) dτ, (9.1.a) 

 

qpj(t) = 
0

t

∫
k

n

=1
∑

l

n

=1
∑ vjk ( es tk ( - )τ  + es tk ( )-τ ) vlk fk(τ) dτ =  

= 
k

n

=1
∑

0

t

∫ hjk(t-τ) fk(τ) dτ = 
k

n

=1
∑

-∞

t

∫ hjk(t-τ) fk(τ) dτ = 
k

n

=1
∑

0

∞

∫ hjk(τ) fk(t-τ) dτ, (9.1.b) 

 

kde funkcia h(t) je váhová funkcia (impulzná odozva), ktorá ma fyzikálny význam 

odozvy q(t) sústavy na Diracov impulz f(t) = δ(t): 

 

q(t) = h(t) = 
0

∞

∫ h(τ) δ(t-τ) dτ. 
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V prípade uvažovanej fyzikálne realizovateľnej sústavy, kedy následok nemôže 

predbiehať príčinu je: 

 

 h(t-τ) = 0, pre τ > t  a  h(τ) = 0, pre τ < 0. (9.2) 

 

Lineárna sústava je stabilná ak: 

 

 
-∞

∞

∫ /h(τ)/ dτ < ∞. (9.3) 

 

V ďalšom, ak nebude explicitne vyjadrené ináč, budú uvažované lineárne 

sústavy fyzikálne realizovateľné stabilné s konštantnými koeficientami. 

 

 

Príklady 
 

Pr.9.1 

Hnací moment Mh(t) pohonu podľa obrázka č. 7 náhodne kolíše, pričom 

poznáme strednú hodnotu mf(t) a kovariančnú funkciu Kf(t,t') kolísania hnacieho 

momentu ∆Mh(t) = f(t). Určte rozptyl ∆ω(t) = q(t) kolísania uhlovej rýchlosti 

poháňaného zariadenia, keď je dané:  

- moment zotrvačnosti I poháňaného zariadenia,  

- moment od pasívnych odporov ∆Mo(t) = ft(t), úmerný uhlovej rýchlosti ω(t) 

(ku je konštanta úmernosti), 

- stredná hodnota mqo a rozptyl Dqo náhodnej začiatočnej podmienky kolísania 

uhlovej rýchlosti q(0) = qo, pričom kolísanie hnacieho momentu f(t) a začiatočné 

kolísanie uhlovej rýchlosti qo sú nezávislé. 

 

ω
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Obr. č. 7 

 

Riešenie. 

Pohybová rovnica kolísania uhlovej rýchlosti ∆ω(t) = q(t) je: 

 

I dq t
dt
( )  = f(t) - ku q(t), 

 
dq t

dt
( )  = 1

I  [f(t) - ku q(t)] = 1
I  f(t) - k q(t). 

 

Riešením tejto rovnice dostaneme: 

 

q(t) = qo e-kt + 
0

t

∫ e-k(t-τ) 1
I  f(τ) dτ. 

 

Analogicky ako pri riešení príkladov 3.1-3 a na základe vzťahu (9.1) je: 

 

mq(t) = M[q(t)] = M[qo e-kt + 1
I  

0

t

∫ e-k(t-τ) f(τ) dτ] =  

= M[qo e-kt] + 1
I  M[

0

t

∫ e-k(t-τ) f(τ) dτ] = mqo e-kt + 1
I  

0

t

∫ e-k(t-τ) mf(τ) dτ. 

 

Pre centrovaný proces qc(t) kolísania uhlovej rýchlosti platí: 

 

qc(t) = q(t) - mq(t) = qoc e-kt + 1
I  

0

t

∫ e-k(t-τ) fc(τ) dτ. 

 

Potom na základe nezávislosti f(t) a qo dostaneme pre kovariančnú funkciu Kq(t,t') 

kolísania uhlovej rýchlosti vzťah: 
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Kq(t,t') = M[qc(t) qc(t')] =  

= M{[qoc e-kt + 1
I  

0

t

∫ e-k(t-τ) fc(τ) dτ][qoc e-kt' + 1
I  

0

t

∫ e-k(t'-τ') fc(τ') dτ']} =  

= Dqo e-kt + ( 1
I )2 

0

t

∫
0

t'

∫ e-k(t + t' -τ -τ') Kf(τ,τ') dτ dτ'. 

 

 

Pr.9.2 

Nájdite rozptyl Dq(t) funkcie q(t) ako v predchádzajúcom prípade, ak pri 

nulových začiatočných podmienkach na bremeno pôsobí: 

a) náhodná sila f(t) typu bieleho šumu so strednou hodnotou mf(t) = a a 

kovariančnou funkciou Kf(t,t') = A δ(t'-t), 

b) stacionárny centrovaný normálny náhodný proces (mf = 0) s korelačnou 

funkciou Rf(τ) = A e-α/τ/, 

Riešenie 

Analogicky ako v predchádzajúcom prípade a na základe riešenia príkladu 6.9 a 

vzťahu (9.1) vyjadríme strednú hodnotu mq(t), kovariančnú funkciu Kq(t,t') a rozptyl 

Dq(t) funkcie q(t) v tvare: 

a) 

mq(t) =  
0

t

∫ e-k(t-τ) 1
I  a dτ = a

I k  (1 - e-k t) = a
ku

 (1 - e-k t). 

 

Kq(t,t') = ( 1
I )2 

0

t

∫
0

t'

∫ e-k(t + t' -τ -τ') A δ(τ'-τ) dτ' dτ =  

= A
I 2  

0

t

∫ e-k(t -τ) 
0

t'

∫ e-k(t' -τ') δ(τ'-τ) dτ' dτ = A
I 2  

0

t

∫ e-k(t -τ) e-k(t' -τ) dτ =  

= A
I k2 2  [e-k(t - t') - e-k(t'+ t)] = A

I ku2  [e-k(t - t') - e-k(t'+ t)]. 

 

Dq(t) = Kq(t,t=t') = A
I ku2  [1 - e-2 k t], 
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b) 

mq(t) =  
0

t

∫ e-k(t-τ) 1
I  0 dτ = 0. 

 

Kq(t,t') = ( 1
I )2 

0

t

∫
0

t'

∫ e-k(t + t' -τ -τ') A e-α/τ -τ'/ dτ' dτ =  

= A
I 2  

0

t

∫ e-k(t -τ) 
0

t'

∫ e-k(t' -τ') e-α/τ -τ'/ dτ' dτ,  

 

kde v prípade t' > t platí: 

 

Kq(t,t')p = A
I 2  

0

t

∫ e-k(t -τ) [
0

τ

∫ e-k(t' -τ') e-α(τ -τ') dτ' + 
0

t'

∫ e-k(t' -τ') e-α(τ' -τ) dτ'] dτ =  

= A
I 2  { 1

2 k  ( 1
k +α  - 1

k-α ) [e-k(t' - t) - e-k(t'+ t)] + 1
2 2k -α

 [e-k(t'+ t) - e-kt' - αt + e-k(t'- t) - e-kt - αt']}. 

 

Zohľadnením aj prípadu t < t' kovariančná funkcia Kq(t,t') a rozptyl Dq(t) je: 

 

Kq(t,t') = A
I 2  

{ 1
2 k  ( 1

k +α  - 1
k -α ) [e-k/t' - t/ - e-k(t' + t)] + 1

2 2k -α
 [e-k(t' + t) - e-(kt' + αt) + e-k/t'- t/ - e-(kt + αt')]}, 

 

Dq(t) = Kq(t,t=t') = A
I k k2 2 2( )-α

 {-α [1 - e-2 k t] + k [1 + e-2 k t - 2 e-(k + α) t]}. 

 

 

Pr.9.3 

Nájdite rozptyl Dx(t) výchyliek x(t) kmitania bremena zanedbateľných rozmerov 

s hmotnosťou m, pripojeného k votknutému nosníku podľa obrázka č. 8a so 

zanedbateľnou hmotnosťou a s materiálovými charakteristikami b, k (analogicky ako 

v príklade 8.1), ak na bremeno pôsobí náhodná sila f(t) = a v2 = a (u t)2, kde u je 

náhodná veličina s Rayleighovým rozdelením.  
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Obr. č. 8a 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica vynúteného kmitania bremena je: 

 

m &&x (t) + b &x (t) + k x(t) = f(t). 

 

Na základe vzťahu (9.1) výchylka x(t) je: 

 

x(t) = 
0

t

∫ h(t-τ) f(τ) dτ = 1
m dω  

0

t

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) f(τ) dτ, 

 

kde 2δ = b / m, ωd
2 = ωo

2 - δ2, ωo
2= k / m. Na základe riešenia príkladov 3.1-2 

dostaneme rovnice pre strednú hodnotu, kovariančnú funkciu a rozptyl výchylky 

bremena x(t) v tvare: 

mx(t) = 
0

t

∫ h(t-τ) mf(τ) dτ, 
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Kx(t,t') = 
0

t

∫
0

t'

∫ h(t-τ) h(t'-τ') Kf(τ,τ') dτ dτ', 

Dx(t) = 
0

t

∫
0

t

∫ h(t-τ) h(t'-τ') Kf(τ,τ') dτ dτ'. 

 

Na základe riešenia príkladu 2.8 dostaneme vzťahy: 

 

mf(t) = a t2 M[u2] = 2 a t2 σu
2, 

 

Kf(t,t') = M[fc(t) fc(t')] = 4 a2 t2 t'2 σu
4, 

 

mx(t) = 2 a σu
2 

0

t

∫ h(t-τ) τ2 dτ, 

 

Kx(t,t') = 4 a2 σu
4 

0

t

∫ h(t-τ) τ2 dτ 
0

t'

∫ h(t'-τ') τ'2 dτ', 

 

Dx(t) = 4 a2 σu
4 [

0

t

∫ h(t-τ) τ2 dτ]2 =  

= 4 a2 σu
4 ( 1

m dω )2 [
0

t

∫  e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) τ2 dτ]2 =  

= 4 a2 σu
4 ( 1

m dω )2 [
0

t

∫  e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) τ2 dτ]2  =  

= (2 a σu
2 1

m dω )2 {[4 (ωd
2 + δ2) ωd δ t - (δ4 + 2 ωd

2 δ^2 + ωd
4) ωd t2 + 2 (ωd

2 - 3 δ2) ωd] -  

 

-2 e-δ t (δ3 sinωdt - 3 ωd
2 δ sinωdt + 3 ωd δ2 cosωdt - ωd

3 cosωdt)}(δ2 + ωd
2)-3.  

 

 

Pr.9.4 
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Nájdite rozptyl Dx(t) výchyliek x(t) kmitania bremena sústavy ako v 

predchádzajúcom prípade: 

a) ak na bremeno pôsobí náhodná sila f(t) = a H(t), kde a je náhodná veličina 

so strednou hodnotou ma a s rozptylom Da, H(t) je Heavisideova funkcia, 

b) ak na bremeno pôsobí náhodná sila f(t) typu bieleho šumu so strednou 

hodnotou mf(t) = a a kovariančnou funkciou Kf(t,t') = A δ(t'-t), 

c) ak sústava je budená kinematickým budením podľa obrázka č. 8b, pričom 

pohyb základu je náhodný proces so strednou hodnotou mf(t) = 0 a kovariančnou 

funkciou Kf(t,t') = A e-α/τ/. 

Riešenie 

Analogicky ako v predchádzajúcom prípade strednú hodnotu, kovariančnú 

funkciu a rozptyl výchylky bremena x(t) vyjadríme v tvare: 

a) 

 

mx(t) = ma 1
m dω  

0

t

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) dτ =  

= m
m

a

d dω ω δ( )2   2+
 [ωd(1 - e-δt cos ωdt) - e-δt sin ωdt], 

 

Kx(t,t') = Da ( 1
m dω )2 

0

t

∫
0

t'

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) e-δ(t'-τ') sin ωd(t'-τ') dτ dτ' =  

= Da ( 1
m dω )2 

0

t

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) dτ 
0

t'

∫ e-δ(t'-τ') sin ωd(t'-τ') dτ', 

 

Dx(t) = D
m

a

d d
2 2 2 2ω ω δ( )  2+

 [ωd(1 - e-δt cos ωdt) - e-δt sin ωdt]2. 

 

b)  Analogicky ako v príklade 9.2 dostaneme: 

 

mx(t) = a 1
m dω  

0

t

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) dτ =  
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= a
m d dω ω δ( )2   2+

 [ωd(1 - e-δt cos ωdt) - e-δt sin ωdt], 

 

Kx(t,t') = A ( 1
m dω )2 

0

t

∫
0

t'

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) e-δ(t'-τ') sin ωd(t'-τ') δ(τ'-τ) dτ' dτ =  

= A ( 1
m dω )2 

0

t

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) [
0

t'

∫ e-δ(t'-τ') sin ωd(t'-τ') δ(τ'-τ) dτ'] dτ =  

= A ( 1
m dω )2 

0

t

∫ e-δ(t-τ) sin ωd(t-τ) e-δ(t'-τ) sin ωd(t'-τ) dτ. 

 

Dx(t) = Kx(t,t=t') = A
m d d4 2 2 2ω δ ω δ   2( )+

 [ωd
2 +  

+ e-2 δ t (δ2 cos2ωdt - ωd δ sin2ωdt - ωd
2 - δ2)]. 

 

c) Pohybová rovnica vynúteného kmitania bremena podľa obrázka č. 8b je: 

 

 

 
 

Obr. č. 8b 

 

m &&x (t) + b &x (t) + k x(t) = b &f (t) + k f(t). 

 

Na základe riešenia príkladov 9.3 a 3.1-4 dostaneme vyjadrenie strednej 

hodnoty mx(t) a kovariančnej funkcie Kx(t,t') výchyliek x(t) v tvare: 

 

mx(t) = k 
0

t

∫ h(t-τ) mf(t) dτ + b 
0

t

∫ h(t-τ) m &f (t) dτ, 
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Kx(t,t') = (k)2 
0

t

∫
0

t'

∫ h(t-τ) h(t'-τ') Kf(τ'-τ) dτ' dτ +  

+ k b 
0

t

∫
0

t'

∫ h(t-τ) h(t'-τ') ∂
∂τ Kf(τ'-τ) dτ' dτ +  

+ k b 
0

t

∫
0

t'

∫ h(t-τ) h(t'-τ') ∂
∂τ' Kf(τ'-τ) dτ' dτ +  

+ (b)2 
0

t

∫
0

t'

∫ h(t-τ) h(t'-τ') ∂
∂τ ∂τ

2

' Kf(τ'-τ) dτ' dτ, 

 

kde 2δ = b / m, ωd
2 = ωo

2 - δ2, ωo
2= k / m, m &f (t)= d / dt [mf(t)], h(t-τ) = 1

m dω  e-δ(t-τ) 

sin ωd(t-τ), ∂
∂τ Kf(τ'-τ) = ∂

∂τ (A e-α/τ'-τ /) = A ∂
∂ ε/ / (e-α/ε/) ∂ ε

∂ε
/ /  ∂ε

∂τ  = A α e-α/τ'-τ / sign(τ'-

τ), ∂
∂τ ' Kf(τ'-τ) = -A α e-α/τ'-τ / sign(τ'-τ), ∂

∂τ ∂τ
2

' Kf(τ'-τ) = A α e-α/τ'-τ / [2 δ(τ'-τ) - α]. 

Potom: 

 

mx(t) = 0, 

 

Kx(t,t') = A
0

t

∫
0

t'

∫ h(t-τ) h(t'-τ') e-α/τ'-τ / [k2 +  2 b2 α δ(τ'-τ) - b2 α2] dτ' dτ =  

= A [(k2 - b2 α2)
0

t

∫
0

t'

∫ h(t-τ) h(t'-τ') e-α/τ'-τ / dτ' dτ + 2 b2 α2

0

t

∫ h(t-τ) h(t'-τ) dτ], 

 

Dx(t) = A [(k2 - b2 α2)
0

t

∫
0

t

∫ h(t-τ) h(t'-τ') e-α/τ'-τ / dτ' dτ + 2 b2 α2

0

t

∫ h(t-τ)2 dτ]. 

 

 

Pr.9.5 

Nájdite rozptyl Dy(t), Dϕ(t) výchyliek y(t), ϕ(t) kmitania bremena s hmotnosťou 

m a momentom zotrvačnosti IT k ťažisku bremena pripojeného k votknutému nosníku 

(podľa obrázka č. 9) so zanedbateľnou hmotnosťou a známymi materiálovými a 
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geometrickými charakteristikami E, α, β, J, l (modul pružnosti, koeficienty tlmenia, 

prierezový moment zotrvačnosti, dĺžka nosníka), ak na nosník pôsobí náhodná sila f(t) 

a od nej nezávislý náhodný moment M(t).  

 

 

α, β
ϕ

 
 

Obr. č. 9 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica vynúteného kmitania bremena je: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) = f(t), 

 

kde (δ11 = l3/(3 E J), δ12 =  δ21 = l2/(2 E J), δ22 = l/(E J) sú Maxwelove vplyvové 

koeficienty). Potom je: 

 

M = 
m I
m I

T

T

δ δ
δ δ

11 12

21 22

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,    B = α M + β K, K = I,  

 

q(t) = 
y t

t
( )
( )ϕ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,         f(t) = 

f t M t
f t M t

( ) ( )
( ) ( )

δ δ
δ δ

13 14

23 24

+
+

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ . 

 

Na základe vzťahu (3.1) a (9.1) je: 

 

qj(t) = 
k

n

=

=

∑
1

2

0

t

∫ hjk(t-τ) fk(τ) dτ, 

 

kde q1(t) = y(t), q2(t) = ϕ(t), f1(t) = f(t), f2(t) = M(t). Analogicky ako v príklade 8.3 

vynásobením úvodnej rovnice zľava maticou VT a vyjadrením vektora q(t) v tvare q(t) 

= V v(t), dostaneme rovnicu (V = {vj,k}): 
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&&v j(t) + 2 δj &v j(t) + ωoj
2 vj(t) = 

k

n

=

=

∑
1

2

vj,k fk(t),   j=1,2, 

 

kde pre maticu V platia podmienky (8.2-6). Jej riešením dostaneme: 

 

vj(t) = 
0

t

∫ gj(t-τ) [
k

n

=

=

∑
1

2

vj,k fk(τ)] dτ =  

= 1
ωd j

 
0

t

∫ e t- - )jδ τ(  sin ωdj(t-τ) [
k

n

=

=

∑
1

2

vj,k fk(τ)] dτ, 

 

qj(t) = 
l

n

=

=

∑
1

2

vj,l vl = 
k

n

=

=

∑
1

2

0

t

∫ [
l

n

=

=

∑
1

2

vj,l 1
ωdl

 e t- - )lδ τ(  sin ωdl(t-τ) vl,k] fk(τ) dτ, 

 

Analogicky ako v riešení príkladu 9.3 strednú hodnotu, kovariančnú funkciu a rozptyl 

výchylky y(t) a uhlovej výchylky ϕ(t) bremena vyjadríme v následujúcom tvare, 

pričom zohľadníme nezávislosť f(t) a M(t): 

 

mq j
(t) = 

k

n

=

=

1

2

∑
0

t

∫ hjk(t-τ) m fk
(τ) dτ, 

 

Kq qj l
(t,t') = 

k

n

=

=

1

2

∑
m

n

=

=

1

2

∑
0

t

∫
0

t'

∫ hjk(t-τ) hlm(t'-τ') K f fk m
(τ,τ') dτ dτ' =  

= 
k

n

=

=

∑
1

2

0

t

∫
0

t'

∫ hjk(t-τ) hlk(t'-τ') K f fk k
(τ,τ') dτ dτ', 

 

Dq j
(t) = Kq qj j

(t,t) = 
k

n

=

=

1

2

∑
0

t

∫
0

t

∫ hjk(t-τ) hjk(t'-τ') K f fk k
(τ,τ') dτ dτ'. 
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Pr.9.6 

Určte rozptyl Dx j
(t) výchyliek xj(t), j=1,2,...,2n sústavy opísanej v príklade 7.3 

využitím Markovových procesov, ak uvažovaná sustava je lineárna. 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladu 7.3 je: 

 

&x j(t) = ϕj(x1,x2,…,x2n,t) + cj ξj(t),   j = 1,2,…,2n, 

 

kde  

 

ϕj(x1,x2,…,x2n,t) = 
k

n

=1

2

∑ αj + αjk xk(t),   j = 1,2,…,2n, 

 

Na základe riešenia príkladu 7.3, druhá Kolmogorovova rovnica pre 2n-

rozmerný Markovov proces má tvar: 

 

∂
∂
f
t  + 

k

n

=1

2

∑ ∂
∂

( )f a
x

j

j
 - 1

2
j

n

=1

2

∑
k

n

=1

2

∑  
∂
∂ ∂

2( )f b
x x

jk

j k
 = 0,  

 

pričom koeficienty aj = αj + 
k

n

=1

2

∑ αjk xk(t) sú lineárne funkcie xj(t) a bjk = cj ck.  

Pri začiatočných podmienkach t = τ a podmienke pre každé τ pre hustotu 

pravdepodobnosti f dostaneme: 

 

f = 
j

n

=1

2

∏ δ(xj - x0j),  

 

ak /xj/→∞, potom 
-∞

∞

∫ ...
-∞

∞

∫ f dx1 ... dx2n = 1.  
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Od hustoty pravdepodobnosti f náhodných veličín x1, x2,..., x2n možno prejsť ku 

charakteristickej funkcii: 

 

E(z1,z2,...,z2n) = 
-∞

∞

∫ ...
-∞

∞

∫ e
i z xk k

k

n

=1

2

∑
 f dx1 ... dx2n.  

 

Vynásobením Kolmogorovovej rovnice výrazom e
i z xk k

k

n

=1

2

∑
 a po integrovaní 

dostaneme systém lineárnych rovníc v tvare: 

 

&mx j
(t) - 

k

n

=1

2

∑ αjk mx j
(t) = αj, 

 

&Kx xj l
(t) - 

k

n

=1

2

∑ αjk Kx xk l
(t) = bjl. 

 

 

Pr.9.7 

Určte rozptyl Dq(t) výchyliek q(t) sústavy opísanej v príklade 9.1, ak budenie 

má charakter bieleho šumu využitím Markovových procesov. 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladu 9.1, kolísanie uhlovej rýchlosti opisuje vzťah: 

 

&q (t) = -k q(t) + ξ(t). 

 

Na základe riešenia príkladu 7.3 a 6.9 dostaneme druhú Kolmogorovovu rovnicu v 

tvare: 

 

∂
∂
f
t  + ∂

∂
( )-k q f

q  - 1
2  ∂

∂

2

2
( )A f

q
 = 0.  

 

Na základe riešenia príkladu 9.6 je: 
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&mq (t) - k mq (t) = 0, 

 

&Dq (t) - k Dq (t) = A, 

 

z ktorých vyplýva: 

 

mq (t) = q0 e- k t, 

 

Dq(t) = A
k2  [1 - e-2 k t]. 

 

kde je q(0) = q0. 

 

 

Pr.9.8 

Určte rozptyl Dq(t) výchyliek q(t) dynamickej sústavy:  

 

&&q (t) + 2 δ &q (t) + ωo
2 q(t) = ξ(t), 

 

využitím Markovových procesov, ak ξ(t) je centrovaný náhodný proces typu biely 

šum. 

Riešenie. 

Na základe riešenia príkladu 7.3 a 6.9 dostaneme druhú Kolmogorovovu 

rovnicu v tvare ( &q (t) = x1(t), q(t) = x2(t)): 

 

∂
∂
f
t  + ∂ δ ω

∂
( )-2  x -  x1

2
2o f

x1
 + ∂

∂
( )x1 f

x2
 - 1

2  ∂
∂

2

1
2

( )A f
x

 = 0.  

 

Na základe príkladu 9.6 dostaneme vzťahy: 

 

&mx (t) - A mx(t) = 0, 
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&Dx (t) - A Dx(t) = b, 

 

kde  

A = 
2

1 0

2δ ωo

-
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , b = 

A
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , mx(t) = 

m
m

x

x

1

2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , Dx(t) = 

D
D

x

x

1

2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

 

z ktorých vyplýva: 

 

mq (t) = q0 e-δ t [cosωdt + δ
ωd

 sinωdt], 

 

Dq(t) = A
h k4 2  {[1 - k 2

0
2ω

 e-2ht] + h2

0
2ω

 e-2ht [h cos2ω0t + ω0 sin 2ω0t]} = 

= A

d d4 2 2ω δ ω δ   2( )+
 [ωd

2 + e-2 δ t (δ2 cos2ωdt - ωd δ sin2ωdt - ωd
2 - δ2)], 

 

kde ωd
2 = ω δo

2 - 2 , q(0) = q0, &q (0) = 0. 

 

 

10. Stacionárne vynútené kmitanie sústavy s jedným vstupom 

 

Vynútené kmitanie q(t) lineárnej sústavy s konštantnými koeficientami s 

jedným vstupom f(t), na základe rovnice (9.1) je: 

 

q(t) = 
-∞

t

∫ h(t-τ) f(τ) dτ. 

 

Ak je lineárna sústava stabilná s konštantnými koeficientami a so stacionárnym 

vstupom f(t), tak pri dostatočne veľkom t možno výstup zo sústavy q(t) považovať za 

stacionárny - ustálený.  

Fourierova transformácia váhovej (impulznej) funkcie h(t) lineárnej sústavy 

stabilnej s konštantnými koeficientami je: 
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H(iω) =  
-∞

∞

∫ h(t) e-iωt dt, 

 

a nazýva sa prenos sústavy. 

Vzťah medzi Fourierovými transformáciami Q(iω), F(iω) j-tého výstupu q(t) a 

k-tého vstupu f(t) sústavy je: 

 

Qj(iω) = Hjk(iω) Fk(iω), 

 

Prenos sústavy Hjk(iω) medzi j-tym výstupom a k-tym vstupom je j,k-ty prvok 

matice prenosov sústavy H(iω) = {Hjk(iω)}, pre ktorú platí: 

 

H(iω) = (K - ω2 M + iω B)-1. 

 

V prípade rovnakých zjednodušujúcich podmienok ako v kapitole č. 8 matica 

prenosov je: 

 

H(iω) = V (Ωo
2 - ω2 I + iω 2∆)-1 VT. 

 

 

Príklady 
 

Pr.10.1 

Ukážte, že platí vzťah: 

 

Y(iω) = Η(iω) X(iω), 

 

kde Y(iω), X(iω) sú Fourierove transformácie výstupu y(t) a vstupu x(t) sústavy s 

prenosom Η(iω). 

 

 

Riešenie. 
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Odozvu y(t) sústavy na vstup x(t) vyjadruje vzťah (9.1). Potom analogicky ako 

pri riešení príkladu 6.2 a na základe vlastnosti (9.2) váhovej funkcie h(t) dostaneme: 

 

y(t) = 1
2π  

-

t( )

∞

∞

∫
-∞

∞

∫ X(iω) eiωτ h(t-τ) dω dτ = 1
2π  

-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ X(iω) eiω(t-u) h(u) du dω = 

= 1
2π  

-∞

∞

∫ X(iω) H(iω) eiωt dω. 

 

Keďže na základe vzťahu (6.2.a) je: 

 

y(t) = 1
2π  

-∞

∞

∫ Y(iω) eiωτ dω, 

 

potom porovnaním vzťahov pre vyjadrenie odozvy y(t) dostaneme určovaný vzťah. 

 

 

Pr.10.2 

Ukážte, že platí vzťah: 

 

my = H(0) mx, 

 

kde my, mx sú stredné hodnoty stacionárneho náhodného výstupu y(t) a vstupu x(t) 

sústavy a H(iω)ω=0 je jej prenos. 

Riešenie. 

Strednú hodnotu stacionárneho náhodného výstupu sústavy vyjadruje vzťah: 

 

my = M[y(t)] = M[
0

∞

∫ x(t-τ) h(τ) dτ] = 
0

∞

∫ M[x(t-τ)] h(τ) dτ = mx 
0

∞

∫ h(τ) dτ. 

 

Na základe riešenia príkladu 10.1 vyplýva, že prenos sústavy je Fourierovou 

transformáciou impulznej funkcie:  
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H(iω) = 
-∞

∞

∫ h(τ) e-iωτ dτ.  

 

Potom na základe vlastností impulznej funkcie (9.2) a pre ω = 0 vyplýva určovaný 

vzťah. 

 

 

Pr.10.3 

Ukážte, že platí: 

 

Syx(ω) = Sx(ω) H (iω), 

 

kde Sy(ω), Sx(ω) sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho náhodného výstupu 

y(t) a vstupu x(t) sústavy a H(iω) je jej prenos. 

Riešenie. 

Korelačnú funkciu Ryx(τ) stacionárneho náhodného výstupu y(t) a vstupu x(t) 

sústavy možno analogicky ako pri riešení príkladu 10.1 na základe vzťahu (4.6) 

vyjadriť vzťahom: 

 

Ryx(τ) = M[y(t) x(t+τ)] = M[
-

t

∞
∫ x(τ) h(t-τ) x(t+τ) dτ] =  

= M[
-

t

∞
∫ x(τ1) x(t+τ) h(t-τ1) dτ1] = 

-

t

∞
∫ Rx(τ1,t+τ) h(t-τ1) dτ1 =  

= 
-

t

∞
∫ Rx(t+τ-τ1) h(t-τ1) dτ1 = 1

2π  
-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ Sx(ω) ei tω τ τ( )+ - 1  h(t-τ1) dτ1 dω =  

= 1
2π  

-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ Sx(ω) eiω(u+τ) h(u) du dω = 1
2π  

-∞

∞

∫ H (iω) Sx(ω) eiωτ dω.  

 

Keďže na základe vzťahu (6.6.a) je: 
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Ryx(τ) = 1
2π  

-∞

∞

∫ Syx(iω) eiωτ dω, 

 

potom porovnaním vzťahov pre vyjadrenie Ryx(τ) dostaneme určovaný vzťah. 

Iný možný spôsob na potvrdenie platnosti určovaného vzťahu možno nájsť 

využitím vzťahu uvedeného v príklade 10.1: 

 

Y(iω) = H(iω) X(iω),  

 

Y (iω) = H (iω) X (iω).  

 

Vynásobením poslednej rovnice hodnotou X(iω) na základe riešenia príkladu 

6.4 dostaneme: 

 

Syx(iω) = H (iω) Sx(ω). 

 

 

Pr.10.4 

Ukážte, že platí: 

 

Sy(ω) = /H(iω)/2 Sx(ω) = H(iω) Syx(ω), 

 

kde Sy(ω), Sx(ω) sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho náhodného výstupu 

y(t) a vstupu x(t) sústavy a H(iω) je jej prenos. 

Riešenie. 

Korelačnú funkciu Ry(τ) stacionárneho náhodného výstupu y(t) sústavy so 

vstupom x(t) možno analogicky ako pri riešení príkladu 10.1 na základe vzťahu (4.6) 

vyjadriť vzťahom: 

 

Ry(τ) = M[y(t) y(t+τ)] = M[
-

t

∞
∫ x(τ) h(t-τ) dτ 

-

t+

∞

τ

∫ x(τ) h(t+τ-τ) dτ] =  
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= M[
-

t

∞
∫

-

t+

∞

τ

∫ x(τ1) x(τ2) h(t-τ1) h(t+τ-τ2) dτ1 dτ2] = 

 = 
-

t

∞
∫

-

t+

∞

τ

∫ Rx(τ1,τ2) h(t-τ1) h(t+τ-τ2) dτ1 dτ2 = 

 = 
-

t

∞
∫

-

t+

∞

τ

∫ Rx(τ2-τ1) h(t-τ1) h(t+τ-τ2) dτ1 dτ2 = 

= 1
2π  

-∞

∞

∫
-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ Sx(ω) eiω τ τ( )2 1-  h(t-τ1) h(t+τ-τ2) dτ1 dτ2 dω =  

= 1
2π  

-∞

∞

∫
-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ Sx(ω) eiω(u-v+τ) h(u) h(v) du dv dω = 1
2π  

-∞

∞

∫ Sx(ω) /H(iω)/2 eiωτ dω. 

 

Keďže na základe vzťahu (6.4.a) je: 

 

Ry(τ) = 1
2π  

-∞

∞

∫ Sy(ω) eiωτ dω, 

 

potom porovnaním vzťahov pre vyjadrenie Ry(τ) dostaneme určovaný vzťah. 

Iný možný spôsob na potvrdenie platnosti určovaného vzťahu možno nájsť 

využitím vzťahu uvedeného v príklade 10.1: 

 

Y(iω) = H(iω) X(iω),  

 

Y (iω) = H (iω) X (iω),  

 

Vynásobením poslednej rovnice hodnotou Y(iω) na základe riešenia príkladu 

6.4 dostaneme: 

 

Sy(iω) = H (iω) Sxy(ω) = H (iω) H(iω) Sx(ω) = /H(iω)/2 Sx(ω). 

 

Dosadením vzťahu z príkladu 10.3 dostaneme druhú rovnosť.  
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Pr.10.5 

Ukážte, že pre koherenčnú funkciu γyx
2(ω) výstupu y(t) a vstupu x(t) lineárnej 

sústavy platí: 

 

γyx
2(ω) = 1. 

 

Riešenie. 

Na základe vzťahu (6.7) a na základe príkladu 10.4 je: 

 

γyx
2(ω) = 

/ ( )/
( ) ( )
S i

S S
yx

x y

ω
ω ω

2

 = / ( )/ ( )
( ) / ( )/ ( )

H i S
S H i S

x

x x

ω ω
ω ω ω

2 2

2  = 1. 

 

 

Pr.10.6 

Určte koherenčnú funkciu γyx
2(ω) celkového výstupu y(t), ktorý je tvorený 

superpozíciou odozvy sústavy na vstup x(t) a s nim nekorelovaného šumu z(t), pričom 

x(t) a z(t) sú centrované procesy. 

Riešenie. 

Celkový výstup y(t) vyjadruje vzťah: 

 

y(t) = 
-

t

∞
∫ x(τ) h(t-τ) dτ +z(t). 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah a na základe riešenia 

príkladov 2.6, 4.9, 6.8, 10.3 a 10.4 pri nekorelovanosti vstupu do sústavy x(t) a šumu 

z(t) dostaneme vzťah: 

 

Syx(iω) = Sx(ω) H (iω), 

 

Sy(ω) = H(iω) Syx(iω) + Sz(ω), 
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Sz(ω) = Sy(ω) - H(iω) Syx(iω) = Sy(ω) - 
/ ( )/

( )
S i

S
yx

x

ω
ω

2

 = Sy(ω) [1 - γyx
2(ω)], 

 

na základe ktorého vyplýva určovaný vzťah: 

 

γyx
2(ω) = 1- S

S
z
y

( )
( )
ω
ω  = 

H i S i
S

yx

y

( ) ( )
( )

ω ω
ω . 

 

Pr.10.7 

Určte:  

a) koherenčnú funkciu γvu
2(ω) a 

b) oblasti použitia aproximácií prenosu sústavy H(iω) 

pomocou meraním získaných procesov v(t) = y(t) + n(t) a u(t) = x(t) + m(t), kde proces 

y(t) je odozva sústavy na vstup x(t) a n(t), m(t) sú nekorelovaného šumy, pričom x(t), 

n(t) a m(t) sú centrované procesy. 

Riešenie. 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na vzťahy vyjadrujúce procesy u(t) a 

v(t) pri zohľadnení riešení príkladov 2.6, 6.8 a 10.3 pri nekorelovanosti procesov m(t) 

a n(t) s procesmi x(t) a y(t) dostaneme vzťahy: 

 

Su(ω) = Sx(ω) + Sm(ω), 

 

Sv(ω) = Sy(ω) + Sn(ω), 

 

Svu(ω) = Syx(ω). 

 

a)  Pri zohľadnení riešenia príkladu 10.5 pre γyx
2(ω) platí: 

 

γyx
2(ω) = 

/ ( )/
( ) ( )
S i

S S
yx

y x

ω
ω ω

2

 = 1. 

 

Pre meraním získanú γyx
2(ω) platí: 
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γvu
2(ω) = / ( )/

( ) ( )
S i

S S
vu

v u

ω
ω ω

2

 = 
/ ( )/

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
S i

S S S S
yx

y n x m

ω
ω ω ω ω

2

+ +  < 1. 

 

b)  Prenos sústavy H(iω) a jeho aproximácie Hx(iω), Hy(iω) môžeme na základe 

riešení príkladov 6.6 a 10.3-4 vyjadriť v tvare: 

 

H(iω) = 
S i
S
xy

x

( )
( )

ω
ω  = 

S
S i

y

yx

( )
( )
ω
ω , 

 

Hx(iω) = S i
S
uv
u

( )
( )

ω
ω  = 

S i
S S

xy

x m

( )
( ) ( )

ω
ω ω+  = 

S i

S

xy

x

( )

( ) [ ]
( )
( )

ω

ω
ω
ω1 +

Sm
Sx

, 

 

Hy(iω) = S
S i

v
vu

( )
( )
ω
ω  = 

S S
S i

y n

yx

( ) ( )
( )

ω ω
ω

+
 = 

S

S i
y

yx

( ) [ ]

( )

( )
( )ω

ω

ω
ω1 +

Sn
Sy , 

 

na základe ktorých platí, že aproximáciu prenosu Hx(iω) je výhodné používať, ak je 

zanedbateľný šum na vstupe, aproximáciu prenosu Hy(iω) je výhodné používať, ak je 

zanedbateľný šum na výstupe. V prípade kombinácie šumov na vstupe aj na výstupe 

aproximáciu prenosu Hx(iω) je výhodné používať vo frekvenčnom rozsahu, kedy 

úroveň šumu je nižšia ako úroveň vstupu (v oblastiach antirezonancie) a aproximáciu 

prenosu Hy(iω) je výhodné používať vo frekvenčnom rozsahu, kedy úroveň šumu je 

nižšia ako úroveň výstupu (v oblastiach rezonancie). 

 

 

Pr.10.8 

Určte rozptyl Dy ustáleného výstupu y(t) sústavy, ak poznáte stacionárny vstup 

do sústavy x(t), fyzikálne parametre sústavy a koeficientové matice M, B, K, ktoré 

charakterizujú kmitanie sústavy. 

Riešenie. 

Pohybová rovnica kmitania sústavy s n stupňami voľnosti a s jedným vstupom 

x(t) je: 
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M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) = f(t), 

 

kde  

q(t) = 

M

M

q t
q t y t

q t

j

j

j

-1

1

( )
( ) ( )

( )
=

+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

    a    f(t) = 

M

M

f t
f t x t
f t

k

k

k

-1

1

0

0

( )
( ) ( )

( )

=
=

=+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

, 

 

q(t) je vektor zovšeobecnených posunutí s j-tym prvkom y(t) a f(t) vektor 

zovšeobecnených síl s k-tym prvkom x(t). Aplikovaním Fourierovej transformácie na 

uvedený vzťah na základe vzťahu (6.1.a) a riešenia príkladu 6.12 dostaneme: 

 

(K - ω2 M + iω B) Q(iω) = F(iω), 

 

Q(iω) = (K - ω2 M + iω B)-1 F(iω) = H(iω) F(iω), 

 

Y(iω) = Hjk(iω) X(iω), 

 

kde Y(iω), X(iω) sú Fourierove transformácie výstupu y(t) a vstupu x(t) a Hjk(iω) je 

j,k-ty prvok matice H(iω) prenosov sústavy. Na základe riešenia príkladu 10.2 a 10.4 

dostaneme: 

 

my = Hjk(0) mx, 

 

Sy(ω) = /Hjk(ω)/2 Sx(ω). 

 

kde Sy(ω) a Sx(ω) sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho výstupu q(t) a vstupu 

f(t). Na základe riešenia príkladu 6.1 dostaneme hľadaný vzťah pre rozptyl Dy 

výstupu y(t): 
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Dy = 1
2π  

-∞

∞

∫ Sy(ω) dω - my
2, 

 

kde platí: 

 

1
2π  

-∞

∞

∫ Sy(ω) dω = In = 1
2π  

-∞

∞

∫ G i
A i

n

n

( )
/ ( )/

ω
ω 2  dω, 

 

pričom je: 

 

Hjk(iω) = A iB
C iD

+
+  = A iB

C iD
+
+  C 

C 
- iD
- iD  = [( ) ( )]AC BC 

C
+ +

+
 BD   i - AD

  D2 2 , 

 

/Hjk(iω)/2 = / [( ) ( )] /
/ ( ) /

AC BD i BC AD
C iD

+ +
+

- 2

2 2  = K
C iD

h

/ ( ) /+ 2 2 , 

 

Sx(ω) = K
E 

x

/ /+  iF 2 , 

 

An(iω) = (C + iD)2 (E + iF) =  a0 (iω)n + a1 (iω)n-1 + ... + an, 

 

Gn(iω) = Kh Kx = b0 (iω)2n-2 + b1 (iω)2n-4 + ... + bn; 

 

In = ( )-1
 a  V0 n

n
nU+1

2 , 

 

Vn = det(
v v v

v v v

n

n n nn

11 12 1

1 2

L
M M L M

L

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

), Un = det(
b v v

b v v

n

n n nn

0 12 1

2

L
M M L M

L

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

), vjk = a2j-k.  

 

Ak 2j-k=m a m<0 alebo m>n, potom am=0. 

 

 



 84

Pr.10.9 

Nájdite strednú hodnotu mq a rozptyl Dq funkcie q(t), ktorá opisuje ustálený 

pohyb telesa z príkladu 9.2, ak funkcia opisujúca budenie f(t) má charakter bieleho 

šumu so strednou hodnotou mf(t) =  a a kovariančnou funkciou Kf(t,t') = A δ(t'-t). 

Riešenie 

Pohybová rovnica telesa sústavy s jedným vstupom f(t) a jedným výstupom q(t) 

je: 

 

I dq t
dt
( )  + k q(t) = f(t). 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah a na základe vzťahu (6.1.a) 

dostaneme: 

 

(k + i ω I) Q(iω) = F(iω), 

 

kde Q(iω), F(iω) sú Fourierove transformácie výstupu q(t) a vstupu f(t). Potom prenos 

sústavy H(iω) možno vyjadriť vzťahom: 

 

H(iω) = 1
( )k ) i (  I+ ω . 

 

Na základe riešenia príkladu 10.8 je: 

 

/H(ω)/2 = ( ) )
[ ( ) ]

k
k

2

2
(  I

) (  I
+

+
ω
ω

2

2 2  = 1
2/ ( ) )/k i+ (  Iω

. 

 

Na základe riešenia príkladu 10.2 je stredná hodnota mq ustáleného pohybu telesa 

daná rovnicou: 

 

mq = H(0) mf = 1
k  a. 

 

Na základe riešenia príkladov 6.9 a 10.4 dostaneme: 
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Sq(ω) = /H(ω)/2 Sf(ω) = 1
2/ ( ) )/k i+ (  Iω

 A, 

 

kde Sq(ω) a Sf(ω) = A sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho výstupu q(t) a 

vstupu f(t). Na základe riešenia príkladu 6.1 a 10.8 dostaneme hľadaný vzťah pre 

rozptyl Dq ustáleného pohybu telesa: 

 

Dq = In, 

 

kde 

 

In = 1
2π  

-∞

∞

∫ G i
A i

n

n

( )
/ ( )/

ω
ω 2  dω = 1

2π  
-∞

∞

∫ 1
2/ ( ) )/k i+ (  Iω

 A dω =  

= 1
2π  

-∞

∞

∫ A
k i/ ( ) )/+ (  Iω 2  dω, 

 

A1(iω) = a0 (iω)1 + a1 = I (iω)1 + k, 

 

G1(iω) = b0 = A; 

 

V1 = det([ ]v11 ), U1 = det([ ]b0 ), v11 = a2-1 = a1,  

 

I1 = ( )-
 a  a0 1

1
2

2
0b  = A

2 I k .  

 

Rovnaký výsledok dostávame aj využitím riešenia príkladu 9.2 pre ustálené 

riešenie:  

 

mqu = limt→∞ a
k  (1 - e- k

I t ) = a
k , 

 

Dqu = limt→∞ A
I k2  [1 - e-2 k

I t ] = A
I k2 . 
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Pr.10.10 

Nájdite strednú hodnotu mq a rozptyl Dq funkcie q(t), ktorá opisuje ustálený 

pohyb telesa z príkladu 9.2, ak funkcia opisujúca budenie f(t) je stacionárny 

centrovaný normálny náhodný proces (mf = 0) s korelačnou funkciou Rf(τ) = A e-α/τ/. 

Riešenie 

Pohybová rovnica bremena sústavy s jedným vstupom f(t) a jedným výstupom 

q(t) je: 

 

&q (t) + k q(t) = f(t). 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah dostaneme: 

 

(k + i ω) Q(iω) = F(iω), 

 

kde Q(iω), F(iω) sú Fourierove transformácie výstupu q(t) a vstupu f(t). Potom prenos 

sústavy H(iω) je: 

 

H(iω) = 1
k  i + ω . 

 

Na základe riešenia príkladu 10.2 dostaneme strednú hodnotu mq ustáleného 

pohybu telesa: 

 

mq = H(0) mz = 0, 

 

Na základe riešenia príkladov 6.9 a 10.4 dostaneme vzťahy: 

 

Sq(ω) = /H(ω)/2 Sf(ω) = 1
2/ ( ) )/k i+ (  Iω

 A 2
2 2

α
α ω+

, 
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kde Sq(ω) a Sf(ω) = A 2
2 2

α
α ω+

 sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho výstupu 

q(t) a vstupu f(t). Na základe riešenia príkladov 6.1 a 10.8 dostaneme hľadaný vzťah 

pre rozptyl Dq ustáleného pohybu telesa: 

 

Dq = In = 1
2π

-∞

∞

∫ 2
2 2
α

ω α ω
A

k i i/ / / /+ +
 dω = A

k k( )+α , 

 

kde 

 

In= 1
2π

-∞

∞

∫ G i
A i

n

n

( )
/ ( )/

ω
ω 2  dω = 1

2π
-∞

∞

∫ 2
2 2
α

ω α ω
A

k i i/ / / /+ +
 dω =  

= 1
2π

-∞

∞

∫ 2
2 2

α
α ω ω α

A
k i k/ ( ) ( )/- + +

 dω, 

 

A2(iω) = a0 (iω)2 + a1 (iω)1 + a2 = (iω)2 + (α + k) (iω) + k α, 

 

G2(iω) = b0 (iω)2 + b1 = 0 (iω)2 + 2 α A; 

 

 v11 = a2-1 = a1, v12 = a2-2 = a0, v21 = a2 2-1 = a3 = 0, v22 = a2 2-2 = a2, 

 

V2 = (α + k) k α, U2 = -2 α A,  

 

I2 = ( ) ( )
( )

- -2
2  k 

1 3 α
α α

A
k+  = A

k k( )+α .  

 

Rovnaký výsledok dostávame aj využitím riešenia príkladu 9.2 pre ustálené 

riešenie:  

 

mqu = limt→∞ 0 = 0, 

 

Dqu(t) = limt→∞ A
k k( )2 2-α

 {-α [1 - e-2 k t] + k [1 + e-2 k t - 2 e-(k + α) t]} =  



 88

 

= A k
k k

( )
( )

-
-
α
α2 2  = A

k k( )+α . 

 

 

Pr.10.11 

Nájdite strednú hodnotu mq a rozptyl Dq ustálených výchyliek kmitania q(t), 

bremena z príkladu 9.3, ak funkcia opisujúca budenie f(t) je typu bieleho šumu so 

strednou hodnotou mf(t) =  a a kovariančnou funkciou Kf(t,t') = A δ(t'-t). 

Riešenie 

Pohybová rovnica bremena, sústavy s jedným vstupom f(t) a jedným výstupom 

q(t), je: 

 

m &&q (t) + b &q (t) + k q(t) = f(t). 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah pri zohľadnení 

vzťahu (6.1.a) dostaneme: 

 

(k + i ω b - ω2 m) Q(iω) = F(iω), 

 

kde Q(iω), F(iω) sú Fourierove transformácie výstupu q(t) a vstupu f(t). Potom prenos 

sústavy H(iω) je: 

 

H(iω) = 1
( )k -  m) i (  b2ω ω+

. 

 

Na základe riešenia príkladu 10.8 je: 

 

/H(ω)/2 = 1
2/ ( )/k -  m) i (  b2ω ω+

. 

 

Na základe riešenia príkladu 10.2 dostaneme strednú hodnotu mq ustáleného pohybu 

bremena: 
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mq = H(0) mf = 1
k  a, 

 

Na základe riešenia príkladov 6.9 a 10.4 dostaneme: 

 

Sq(ω) = /H(ω)/2 Sf(ω) = 1
2/ ( )/k -  m) i (  b2ω ω+

 A, 

 

 kde Sq(ω) a Sf(ω) = A sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho výstupu q(t) a 

vstupu f(t). Na základe riešenia príkladu 6.1 a 10.8 dostaneme hľadaný vzťah pre 

rozptyl Dq ustáleného pohybu bremena: 

 

Dq = In, 

 

kde 

 

In = 
-∞

∞

∫ G i
A i

n

n

( )
/ ( )/

ω
ω 2  dω = 1

2π
-∞

∞

∫ 1
2/ ( )/k -  m) i (  b2ω ω+

 A dω =  

= 1
2π

-∞

∞

∫ A
k/ ( )/ -  m) i (  b2ω ω+ 2  dω, 

 

A2(iω) = a0 (iω)2 + a1(iω)1 + a2 = m (iω)2 + b (iω)2 + k, 

 

G2(iω) = b0 (iω)2 + b1 = 0 (iω)2 + A; 

 

v11 = a2-1 = a1, v12 = a2-2 = a0, v21 = a2 2-1 = a3 = 0, v22 = a2 2-2 = a2, 

 

V2 = b k, Un = -A m,  

 

I2 = ( ) ( )- -  m
 m b k

1
2

3 A  = A
2 b k .  
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Rovnaký výsledok dostávame aj využitím riešenia príkladu 9.4 pre ustálené 

riešenie:  

 

mqu = limt→∞ a
m d dω ω δ( )2   2+

 [ωd(1 - e-δt cos ωdt) - e-δt sin ωdt] = a
m d( )ω δ2   2+

 = a
k , 

 

Dqu = limt→∞ A
m d d4 2 2 2ω δ ω δ   2( )+

 [ωd
2 + e-2 δ t (δ2 cos2ωdt - ωd δ sin2ωdt - ωd

2 -  

- δ2)] = A
m d4 2 2δ ω δ( )  2+

 = A
b k2 . 

 

 

Pr.10.12 

Bremeno na obrázku. č. 10 sa pohybuje konštantnou rýchlosťou v po podložke s 

nerovnosťami popísanými korelačnou funkciou Rh(λ) = Dh e-α ⎢λ⎢ (h(l) je funkcia 

nerovností povrchu, λ=l2-l1 je dráhové oneskorenie, α>0 je konštanta). Určte rozptyl 

Dϕ uhlových výchyliek ϕ(t) bremena okolo závesu A, keď pružné uloženie bremena 

má tuhosť k a súčiniteľ viskózneho tlmenia b, vzdialenosť l medzi osou závesu a 

pružným uložením a moment zotrvačnosti bremena k hlavnej osi zotrvačnosti 

rovnobečnej s osou závesu je IA.  

 

 

ϕ

 

 

Obr. č. 10 
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Riešenie. 

Pohybová rovnica kmitania bremena sústavy s jedným vstupom s(t) a jedným 

výstupom ϕ(t) okolo rovnovážnej polohy je: 

 

IA &&ϕ (t) + b l [l &ϕ (t) - &s (t)] + k l [l ϕ(t) - s(t)] = 0 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah pri zohľadnení vzťahu 

(6.1.a) a riešenia príkladu 6.14 dostaneme: 

 

(k l2 - ω2 IA + i ω b l2) Θ(iω) = (k l + i ω b l) S(iω), 

 

kde Θ(iω), S(iω) sú Fourierove transformácie výstupu ϕ(t) a vstupu s(t). Potom 

prenos sústavy H(iω) je: 

 

H(iω) = ( ) )
( )

k l i b l
k

  (
 l  -  I ) i (  b l2 2

A
2

+
+

ω
ω ω

 = A i B
C i D

+
+ . 

 

Na základe príkladu 10.8 je: 

 

/H(ω)/2 = [ ( ) ( ) )]
[ ( ) ]

k l k b l
k

  l  -  I ) ( (  b l
 l  -  I ) (  b l

2 2
A

2

2 2
A

2 2
ω ω ω
ω ω

+
+

2

2 2  + [ ) ( ( ) )]
[ ( ) ]

(  l  -  I )  (  b l
 l  -  I ) (  b l

2 2
A

2

2 2
A

2 2
ω ω ω

ω ω
b l k k l

k
+

+

2

2 2 . 

 

Na základe riešenia príkladov 10.2 a 10.4 je: 

 

mϕ = H(0) ms, 

 

Sϕ(ω) = /H(ω)/2 Ss(ω). 

 

Pretože pre korelačnú funkciu nerovnosti povrchu h(l) a vstupu sústavy s(t) platí: 

 

Rh(λ) = Rh(vτ) = Rs(τ),  
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potom, keď spektrálne výkonové hustoty Sh(ωh) a Ss(ω) sú Fourierovými 

transformáciami korelačných funkcií Rh(λ) a Rs(τ), je: 

 

Ss(ω) = Ss(ωh v). 

 

Súčastne: 

 

Dh = Ds, 

 

a teda aj 

 

Ss(ω) dω = Sh(ωh) dωh = Sh( ω
v ) dωh = Sh( ω

v ) d
v
ω . 

 

Potom na základe riešenia príkladu 6.11 dostaneme: 

 

Ss(ω) = 
S

v
h v( )ω

 = 2
2 2
α

α ω
D

v
h

v[ ( ) ]+
 = 2

2 2
 v 

  
α

α ω
D

v
h

[( ) ]+
 = 2

2
 v 

i 
α

α ω
D

v
h

/ /+
 = K

E F
s

/ /+  i 2 . 

 

Na základe riešenia príkladu 6.1 dostaneme hľadaný vzťah: 

 

Dϕ = 1
2π

-∞

∞

∫ Sϕ(ω) dω - mϕ
2, 

 

kde mϕ
2 = 0, lebo ms

2 = mh
2 = Rh(∞) = 0. Na základe riešenia príkladu 10.8 rozptyl Dϕ 

vyjadríme v tvare: 

 

Dϕ = In =  

= 2
2

 v α
π

Dh

-∞

∞

∫ [( ) ( ) )] [ ) ( ( ) )]
/ [( )] / / /

k l k b l b l k k l
k i v

  l  -  I ) ( (  b l (  l  -  I )  (  b l
 l  -  I ) (  b l   i 

2 2
A

2 2 2
A

2

2 2
A

2
ω ω ω ω ω ω

ω ω α ω
+ + +

+ +

2 2

2 2 2  dω . 

 

 

Pr.10.13 
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Bremeno zanedbateľných rozmerov o hmotnosti m je pripevnené k základu 

pomocou vodorovného votknutého nosníka zanedbateľnej hmotnosti s materiálovými 

a geometrickými charakteristikami E, c, J, l (modul pružnosti, Voightova konštanta 

tlmenia, prierezový moment zotrvačnosti, dĺžka nosníka) podľa obrázka č. 11, pričom 

vykonáva vo vertikálnom smere pohyb s(t) opísaný spektrálnou výkonovou hustotou 

Ss(ω) = A. Určte rozptyl Dy posunutia a D &&y  zrýchlenia ťažiska bremena okolo 

rovnovážnej polohy. 

 

 

 
 

Obr. č. 11 

 

Riešenie. 

Pohybová rovnica kmitania ťažiska bremena okolo rovnovážnej polohy sústavy 

s jedným vstupom s(t) a jedným výstupom y(t), je: 

 

m &&y (t) + b [ &y (t) - &s (t)] + k [y(t) - s(t)] = 0, 

 

kde k = 3 E J / l3, b = c k. Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah 

pri zohľadnení vzťahu (6.1.a) a riešenia príkladu 6.14 dostaneme: 

 

(k - ω2 m + i ω b) Y(iω) = (k + i ω b) S(iω), 

 

kde Y(iω), S(iω) sú Fourierove transformácie výstupu y(t) a vstupu s(t). Potom prenos 

sústavy H(iω) je: 

 

H(iω) = ( ) )
( )

k i b
k

   (
 -  m)  i (  b2

+
+
ω

ω ω
. 

 

Na základe riešenia príkladu 10.8 je: 
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/H(ω)/2 = [( ) ( ) )]
[( ) ]

k k b
k

 -  m) ( (  b
 -  m) (  b

2

2 2
ω ω ω
ω ω

+
+

2

2 2  + [ ) ( ( ) )]
[( ) ]

(  -  m) (  b
 -  m) (  b

2

2 2
ω ω ω

ω ω
b k k

k
+

+

2

2 2 . 

 

Na základe riešenia príkladu 10.2 a 10.12 je stredná hodnota my ustáleného pohybu 

bremena: 

 

my = H(0) ms = 0, 

 

Na základe riešenia príkladov 6.9 a 10.4 je: 

 

Sy(ω) = /H(ω)/2 Ss(ω) = A [ ( )] [ ( )]
/ [( )] /

k k b b k k
k i

 -  m) (  b  -  m) (  b
 -  m) (  b

2 2

2
ω ω ω ω ω ω

ω ω
+ + +

+

2 2

2 2 , 

 

kde Sy(ω) a Ss(ω) = A sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho výstupu y(t) a 

vstupu s(t). Na základe riešenia príkladu 6.1, 10.8 a 10.12 dostaneme hľadaný vzťah 

pre rozptyl Dy ustáleného pohybu bremena: 

 

Dy = 1
2π  

-∞

∞

∫ Sy(ω) dω - my
2 =  

= In = A
2π  

-∞

∞

∫ [ ( )] [ ( )]
/ [( )] /

k k b b k k
k i

 -  m) (  b  -  m) (  b
 -  m) (  b

2 2

2
ω ω ω ω ω ω

ω ω
+ + +

+

2 2

2 2  dω. 

 

Rozptyl zrýchlenia D &&y  získame na základe riešenia príkladu príkladu 6.13 a 

10.12: 

 

D &&y  = 1
2π

-∞

∞

∫ S &&y (ω) dω - m &&y 2 = 1
2π

-∞

∞

∫ ω4 Sy(ω) dω. 

 

 

Pr.10.14 

Bremeno zanedbateľných rozmerov o hmotnosti m je pripevnené k základu 

pomocou vodorovného votknutého nosníka zanedbateľnej hmotnosti s materiálovými 
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a geometrickými charakteristikami E, J, l (modul pružnosti, prierezový moment 

zotrvačnosti, dĺžka nosníka). Bremeno je súčasne vo vertikalnom smere pripojené k 

základu pomocou viskózneho tlmiča so súčiniteľom viskózneho tlmenia b. Vo 

vzdialenosti r podľa obrázka č. 12 pôsobí na nosník sila, ktorej veľkosť sa časom 

náhodne mení, pričom časový priebeh budiacej sily f(t) má charakter bieleho šumu so 

spektrálnou výkonovou hustotou Sf(ω) = A. Určte rozptyl Dy posunutia ťažiska 

bremena y(t) okolo rovnovážnej polohy. 

 

 

 
 

Obr. č. 12 

 

Riešenie. 

Skúmaná konštrukcia má charakter sústavy s jedným vstupom a jedným 

výstupom. Pohybová rovnica kmitania ťažiska bremena okolo rovnovážnej polohy je: 

 

y(t) = δ11 [-m &&y (t) - b &y (t)] + δ12 f(t), 

 

kde ξ a η sú Maxwelove vplyvové koeficienty. Aplikovaním Fourierovej 

transformácie na uvedený vzťah pri zohľadnení vzťahu (6.1.a) a príkladu 6.14 

dostaneme: 

 

(1 - ω2 δ11 m + i ω b) Y(iω) = δ12 F(iω), 

 

kde Y(iω), F(iω) sú Fourierove transformácie výstupu y(t) a vstupu f(t). Potom prenos 

sústavy H(iω) je: 

 

H(iω) = δ
ω δ ω

12

111( )  - m) i ( b2 +
. 
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Na základe riešenia príkladu 10.8 a 10.11 je: 

 

/H(ω)/2 = δ
ω δ ω

12
2

11
21/ ( )/- m) i ( b2 +

. 

 

Na základe riešenia príkladu 10.2 a 10.12 je stredná hodnota my ustáleného pohybu 

bremena: 

 

my = H(0) mf = 0, 

 

Na základe riešenia príkladov 6.9 a 10.4 je: 

 

Sy(ω) = /H(ω)/2 Sf(ω) = δ
ω δ ω

12
2

11
21/ ( )/- m) i ( b2 +

 A, 

 

kde Sy(ω) a Sf(ω) = A sú spektrálne výkonové hustoty stacionárneho výstupu y(t) a 

vstupu f(t). Na základe riešenia príkladov 6.1, 10.8 a 10.11 dostaneme hľadaný vzťah 

pre rozptyl Dy ustáleného pohybu bremena: 

 

Dy = 1
2π

-∞

∞

∫ Sy(ω) dω - my
2 = δ12

2

2
A

 b .  

 

 

Pr.10.15 

Určte rozptyl Dy2 vychyliek y2(t) sústavy s parametrami mj, bj, kj, (j=1,2) podľa 

obrázka č. 13, ak je sústava budená kinematickým budením s(t) s nulovou strednou 

hodnotou (ms = 0) a so spektrálnou výkonovou hustotou Ss(ω).  
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Obr. č. 13 

 

Riešenie. 

Pohybové rovnice kmitania bremien okolo rovnovážnej polohy (sústavy s 

jedným vstupom s(t) a jedným hľadaným výstupom y2(t)) sú: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) = f(t), 

 

kde  

M = 
m

m
1

2

0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , B = 

b b b
b b

1 2 2

2 2

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

-
-

, K = 
k k k

k k
1 2 2

2 2

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

-
-

, 

 

q(t) = 
y t
y t

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , f(t) = 

b s t k s t1 1

0
&( ) ( )+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ . 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah dostaneme: 

 

(K - ω2 M + iω B) Q(iω) = F(iω), 

 

Q(iω) = (K - ω2 M + iω B)-1 F(iω) = H(iω) F(iω), 

 

Y2(iω) = H21(iω) F1(iω), 
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kde Y2(iω), F1(iω) = (k1 + iω b1) S(i ω), S(iω) sú Fourierove transformácie výstupu 

y2(t), budenia f1(t), vstupu s(t) a H21(iω) je 2,1-ty prvok matice H(i ω). Na základe 

riešenia príkladu 10.2 a 10.12 dostaneme strednú hodnotu my2 ustáleného pohybu 

bremena: 

 

my2 = H21(0) (k + i0 b) ms = 0. 

 

Na základe riešenia príkladov 6.9 a 10.4 je: 

 

Sy2(ω) = /H21(ω) (k + iω b)/2 Ss(ω), 

 

kde Sy2(ω) a Ss(ω) sú spektrálne výkonové hustoty stacionarného výstupu y2(t) a 

vstupu s(t). Na základe riešenia príkladu 6.1, 10.8 a 10.11 dostaneme hľadaný vzťah 

pre rozptyl Dy2 ustáleného pohybu bremena: 

 

Dy2 = 1
2π

-∞

∞

∫ Sy2(ω) dω. 

 

 

Pr.10.16 

Určte rozptyl Dq ustálených výchyliek q(t) sústavy opísanej v príklade 10.9 

využitím Markovových procesov. 

Riešenie. 

Pohybová rovnica opisujúca pohyb telesa je: 

 

&q (t) = -k q(t) + z(t). 

 

Na základe riešenia príkladu 7.3 a 6.9 dostaneme druhú Kolmogorovovu rovnicu v 

tvare: 

 

∂
∂
f
t  + ∂

∂
( )-k q f

q  - 1
2  ∂

∂

2

2
( )A f

q
 = 0.  
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Riešime stacionárny prípad, pre ktorý platí:  

 
∂
∂
f
t  = 0,  

 

z čoho vyplýva: 

 

A
2  ∂

∂
f
q  + k q f = c1.  

 

Z vlastnosti hustoty rozdelenia f (f(q) = 0 v prípade /q/→∞) vyplýva c1 = 0. Potom 

dostaneme rovnosti na základe vzťahu (1.17) a riešenia príkladu 2.8: 

 

f = c2 e
k q dq
q

- 2
A

0∫  = c2 e k q- 1
A

2
, 

 

1 = 
-∞

∞

∫ c2 e k q- 1
A

2
 dq = c2 

π A
k , 

 

Dq = 
-∞

∞

∫ q2 c2 e k q- 1
A

2

 dq = k
Aπ  1

2
π A

k

3

3  = A
k2 . 

 

 

Pr.10.17 

Určte rozptyl Dq ustálených výchyliek q(t) sústavy opísanej v príklade 10.10 

využitím Markovových procesov. 

Riešenie. 

Pohybová rovnica opisujúca pohyb telesa je: 

 

&q (t) = -k q(t) + z(t). 

 

Korelačnú funkciu Rz(τ) = A e-α/τ/ možno vyjadriť v tvare: 
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&z (t) = -α z(t) + 2α A  ξ(t), 

 

kde ξ(t) je stacionárny centrovaný náhodný proces s charakterom bieleho šumu (mξ = 

0, Rξ(τ)= δ(τ)). Na základe riešenia príkladu 7.3 a pre stacionárny príklad dostaneme 

druhú Kolmogorovovu rovnicu v tvare: 

 

∂
∂

[( ]z f
q

2-k q )  - ∂
∂

( )z f
z
  - α A ∂

∂

2

2
( )f
q

 = 0.  

 

Pre n-tý moment funkcie q(t) je: 

 

mn = 
-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ qn f(q,z) dq dz = 
-∞

∞

∫ ϕn(z) dz.  

 

Vynásobením Kolmogorovovej rovnice výrazom qn a jej integráciou, pričom platí: 

 

-∞

∞

∫ qn ∂
∂q  [(z2 -k2 q) f(q,z)] dq =  

= [qn (z2 -k2 q) f(q,z)]-∞
∞  - n

-∞

∞

∫ qn-1 (z2 -k2 q) f(q,z) dq = k2 n ϕn(z) - n z2 ϕn-1(z),  

 

dostaneme pre ϕn-1(z) rekurentný vzťah: 

 

α A d
dz

n
2

2
ϕ   + α d z

dz
n

2

2
( )ϕ  - k2 n ϕn = -n z2 ϕn-1(z).  

 

Vynásobením získanej rovnice výrazmi 1, z2 a integráciou per partes (členy, ktoré 

stoja mimo integrálov sú rovné nule) dostaneme rovnice v tvare: 

 

mn = 1
2k

 
-∞

∞

∫ z2 ϕn-1(z) dz,  
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mn+1 = 1
22 2k n k( )+ α

 n [
-∞

∞

∫ z2 ϕn-1(z) dz + 2 A α mn]. 

 

Pre prípad, že n = 1 a hustota pravdepodobnosti:  

 

f(z) = 
-∞

∞

∫ f(q,z) dq = ϕ0(z), 

 

má normálne rozdelenie, dostaneme: 

 

m2 = A
k k( )+α . 

 

 

Pr.10.18  

Nájdite ustálené rozptyly Dy, D &y  výchylky y(t) a rýchlosti &y (t) sústavy 

opísanej v príklade 10.11 využitím Markovových procesov. 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania skúmanej sústavy je: 

 

&&y (t) + 2 δ &y (t) + ωo
2 y(t) = x(t). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 7.3 dostaneme druhú Kolmogorovovu rovnicu v 

tvare ( &y (t) = x1(t), y(t) = x2(t)): 

 

∂
∂
f
t  + ∂ δ ω

∂
( )-2  x -  x1 2o f

x

2

1
 + ∂

∂
( )x1 f

x2
 - 1

2  ∂
∂

2

1
2

( )A f
x

 = 0,  

 

z ktorej pre stacionárny prípad vyplynie: 

 

-2 δ f - 2 δ x1 ∂
∂

f
x1

 - (ωo
2 x2) ∂

∂
f
x1

 + x1 ∂
∂

f
x2

 - 1
2  A ∂

∂

2

1
2
f

x
 = 0,  
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∂
∂

f
x1

 [(ωo
2 x2) f + A

4 δ  ∂
∂

f
x2

] + (- ∂
∂x2

 + 2 δ ∂
∂x1

) (x1 f + A
4 δ  ∂

∂
f
x1

) = 0,  

 

Pre nezávisle x1 a x2 platí: 

 

f(x1, x2) = f(x1) f(x2),  

 

∂
∂x1

 {f1 [(ωo
2 x2) f2 + A

4 δ  ∂
∂

f
x

2

2
]} + (- ∂

∂x2
 + 2 δ ∂

∂x1
) [f2 (x1 f1 + A

4 δ  ∂
∂

f
x

1

2
)] = 0.  

 

Táto rovnosť je splnená, ak platia vzťahy: 

 
df
dx

1

1
 + 4 δ

A  x1 f1 = 0,  

 

df
dx

2

2
 + ( )ω δo

A

2 4 x2  f2 = 0,  

 

z ktorých vyplýva: 

 

f1 = c1 e
x- 4 

2 A
δ

1
2

,  

 

f2 = c2 e o x- 4 
2 A

δ ω2
2
2

, 

 

Na základe vzťahu (1.17) a riešení príkladov (2.8) a (1.12) nájdeme konštanty c1, c2 v 

tvare: 

 

-∞

∞

∫ c1 e
x- 4 

2 A
δ

1
2

 dx1 = 1,      c1 = 2 δ
π A , 

 

-∞

∞

∫ c2 e a xo- ( )ω2
2
2
 dx2 = 1,      c2 = a oω

π

2

, 
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kde a = 2 δ
A . Na základe vzťahu (6.1) dostaneme rozptyly Dy, D y  v tvare: 

Dy = A
o4 2δ ω

,      D y  = A
2 δ . 

 

 

11. Stacionárne vynútené kmitanie sústavy s viacerými vstupmi 
 

Vynúterné kmitanie q(t) lineárnej sústavy s konštantnými koeficientami so 

vstupmi f(t) vyjadruje vzťah (9.1). Ak je lineárna sústava s konštantnými 

koeficientami a so staciononárnymi vstupmi f(t) stabilná, tak pri dostatočne veľkom t 

možno výstupy zo sústavy q(t) považovať za stacionárne - ustálené.  

Vzťah medzi Fourierovými transformáciami Q(iω), F(iω) výstupu q(t) a vstupu 

f(t) sústavy je: 

 

Q(iω) = (K - ω2 M + iω B)-1 F(iω), 

 

kde matica H(iω) = {Hjk(iω)} je matica prenosov sústavy. 

 

 

Príklady 
 

Pr.11.1 

Určte koherenčnú funkciu γyx2(ω) celkového výstupu y(t), ktorý je tvorený 

superpozíciou odozvy sústavy na vstupy xj(t) (j=1,2,...,n) a s nimi nekorelovaného 

šumu z(t), pričom xj(t) a z(t) sú centrované procesy. 

Riešenie. 

Celkový výstup pri zohľadnení vzťahu (9.1) a princípu superpozície vyjadruje 

vzťah: 

 

y(t) = 
j

n

=1
∑

-

t

∞
∫ xj(τ) hj(t-τ) dτ +z(t). 
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Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah a na základe riešení 

príkladov 2.6, 4.9, 6.4, 10.1, 6.8, 10.3 a 10.4 pri nekorelovanosti vstupov do sústavy 

xj(t) a šumu z(t) dostaneme vzťahy: 

 

Y(iω) = 
j

n

=1
∑ Ηj(iω) Xj(iω) + Z(iω), 

 

Sy xk
(iω) = 

j

n

=1
∑ Sxk x j

(iω) H j(iω),      k=1,2,...,n, 

 

Sy(iω) = 
j

n

=1
∑ Hj(iω) Sy x j

(iω) + Sz(ω), 

 

Sz(ω) = Sy(ω) - 
j

n

=1
∑ Hj(iω) Sy x j

(iω). 

 

Využitím analógie z riešenia príkladu 10.6 pre koherenčnú funkciu γyx2(ω) vyplynie 

vzťah: 

 

γyx2(ω) = 1- S
S

z
y

( )
( )
ω
ω  = 

H i S i

S

j yx jj

n

y

( ) ( )

( )

ω ω

ω
=1
∑

. 

 

 

Pr.11.2 

Určte koherenčnú funkciu γ ymx
2(ω) celkového výstupu ym(t), ktorý je tvorený 

superpozíciou odozvy sústavy na vstupy xj(t) (j=1,2,...,n) a s nimi nekorelovaného 

šumu z(t), pričom xj(t) a z(t) sú centrované procesy v tvare, kde budú vylúčené 

prenosy Hmj
(iω) (j=1,2,...,n) a potvrďte platnosť vzťahu (6.7). 

 

Riešenie 
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Prenosy Hmj
(iω) (m-tý riadok matice prenosov H(iω)) medzi výstupom ym(t) a 

vstupmi xj(t) (j=1,2,...,n) možno určiť riešením systému rovníc: 

 

S ym xk
(iω) = S y ( )ω Sx j xk

(ω) H mj
(iω),      k=1,2,...,n, 

 

S ym x(iω) = Sx(ω) H m(iω), 

 

kde 

 

S ym x(iω) = 

S i
S i

S i

y x

y x

y x

m

m

m n

1

2

( )
( )

( )

ω
ω

ω
M

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

, H m(iω) = 

H i
H i

H i

m

m

mn

1

2

( )
( )

( )

ω
ω

ω
M

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

, 

 

Sx(iω) = 

S S i S i
S i S

S i S

x x x x x

x x x

x x x

n

n n

1 2 1 1

1 2 2

1

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

ω ω ω
ω ω

ω ω

K
K K

M M M M
K K

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

, 

 

v tvare: 

 

Hmk
(iω) = 

det[ ( )]
det[ ( )]

S i
S i
k kx

x

ω
ω ,      k=1,2,...,n, 

 

kde 

 

Skx(iω) = 

L L
L L
M M M M M
L L

S i S i S i
S i S i S i

S i S i S i

x x y x x x

x x y x x x

x x y x x x

m

m

n m n n

k -1 k+

k -1 k+

k -1 k+

1 1 1 1

2 2 1 2

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

,     k=2,3,...,n. 

 

Špeciálny tvar matice Skx(iω) umožní prepísať nasledujúci výraz do tvaru: 
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j

n

=1
∑ Hmj

(iω) S ym x j
(iω) = 1

det[ ( )]S ix ω {S ym
(ω) det[Sx(iω)] - det[S ymxx(iω)]}, 

 

kde 

 

S ym xx(iω) = 

S S i S i S i
S i S S i S i
S i S i S

S i S i S

y y x y x y x

x y x x x x x

x y x x x

x y x x x

m m m m n

m n

m

n m n n

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ω ω ω ω
ω ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω

1 2

1 1 2 1 1

2 1 2 2

1

L
L
L L

M M M M M
L L

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

. 

 

Na základe riešenia príkladu 11.1 koherenčnú funkciu γ ymx
2(ω) možno vyjadriť 

v tvare: 

 

γ ym x
2(ω) = 1 - 

det[ ( )]
( )det[ ( )]

S i
S i

ym
ym

xx

x

ω
ω ωS . 

 

Platnosť vzťahu (6.7) možno potvrdiť využitím uvedených vzťahov. Pre prípad 

vzťahu (6.7) platí: 

 

S ym xx(iω) = Syxx(iω) = 
S S i

S i S
y yx

xy x

( ) ( )
( ) ( )
ω ω
ω ω

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

 

Sx(iω) = Sx(iω), 

 

γ ym x
2(ω) = γyx

2(ω)= 1 - 
S - / /

S

2
y x xy

y x

S S i
S

( ) ( ) ( )
( ) ( )

ω ω ω
ω ω = 

/ /
S

2S i
S

xy

y x

( )
( ) ( )

ω
ω ω . 

 

 

Pr.11.3 

Určte maticu spektrálnych výkonových hustôt Sy(iω) n výstupov yk(t) 

(analogickú matici Sx(iω)) lineárnej dynamickej sústavy s konštantnými parametrami 

ak poznáte n vstupov do sústavy xk(t). 
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Riešenie. 

Vzťah medzi Fourierovými transformáciami n výstupov s n vstupmi lineárnej 

dynamickej sústavy s konštantnými koeficientami je: 

 

Y(iω) = H(iω) X(iω), 

 

kde vektory Y(iω), X(iω) a matica H(iω) sú stupňa n. Na základe riešenia príkladu 6.4 

zo súčinu [X(iω) XH(iω)] ((X)H = ( X )T) vyplýva matica Sx(iω) v tvare, v akom bola 

uvedená v príklade 11.2 a analogicky zo súčinu [Y(iω) YH(iω)] vyplýva matica 

Sy(iω). Využitím týchto súčinov z prvej rovnice vyplýva hľadaný vzťah: 

 

Sy(iω) =  Y(iω) YH(iω) = H(iω) X(iω) XH(iω) HH(iω) =  H(iω) Sx(iω) HH(iω). 

 

 

Pr.11.4 

Určte rozptyl Dy výstupu y(t) sústavy s n stupňami voľnosti, ak poznáte n 

vstupov do sústavy xk(t) a fyzikálne parametre sústavy, koeficientové matice M, B, K, 

ktoré charakterizujú kmitanie sústavy. 

Riešenie. 

Pohybová rovnica kmitania lineárnej sústavy s n stupňami voľnosti a s n 

vstupmi xk(t) je: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) = f(t), 

 

kde  

q(t) = 

M

M

q t
y t

q t

j

j

-1

1

( )
( )

( )+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 a f(t) = 

M

M

x t
x t

x t

k

k

k

-1

1

( )
( )
( )+

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

. 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah na základe vzťahu (6.1.a) a 

riešenia príkladu 6.12 dostaneme: 
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(K - ω2 M + iω B) Q(iω) = F(iω), 

 

Q(iω) = (K - ω2 M + iω B)-1 F(iω) = H(iω) F(iω), 

 

Y(iω) = 
j

n

=1
∑ Hjk(iω) Xk(iω), 

 

kde Y(iω), Xk(iω) sú Fourierove transformácie výstupu y(t) a vstupov xk(t) a Hjk(iω) je 

j,k-tý prvok matice H(iω) (H(i ω) = {Hj(iω)}, Hj(iω) je j-ty stĺpec matice H(i ω)). Na 

základe riešení príkladov 10.2 a 10.4 vzťahy pre strednú hodnotu výstupu my a 

spektrálnu výkonovú hustotu Sy(ω) sú: 

 

my = 
j

n

=1
∑ Hjk(0) mxk, 

 

Sy(ω) = Hj (iω) Sx(iω) Hj
H (iω) = 

k

n

=1
∑

l

n

=1
∑ H jk(iω) Hjl(iω) Sxkxl(ω). 

 

Na základe riešenia príkladu 6.1 dostaneme hľadaný vzťah pre rozptyl výstupu Dy v 

tvare: 

 

Dy = 1
2π

-∞

∞

∫ Sy(ω) dω, - my
2. 

 

 

Pr.11.5 

Určte rozptyl Dy vychyliek y(t) sústavy s parametrami m, IT, bj, kj, j=1,2 

(hmotnosť, moment zotrvačnosti k ťažisku bremena, súčiniteľ viskózneho tlmenia, 

tuhosť) podľa obrázka č. 14, ak je sústava budená kinematickým budením sj(t), s 
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nulovými strednými hodnotami (ms1 = 0, ms2 = 0) a so spektrálnymi výkonovými 

hustotami Ss1(ω), Ss1(ω), Ss1s2(iω).  

 

 

ϕ

 
 

Obr. č. 14 

 

Riešenie. 

Pohybová rovnica kmitania sústavy okolo rovnovážnej polohy je: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) = f(t), 

 

kde  

 

M = 
m

IT

0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , B = 

b b b b
b b b b

1 2 2 1

2 1 2 1

+
+

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

l - l
l - l l l

2 1

2 1 2
2

1
1 , K = 

k k k k
k k k k

1 2 2 1

2 1 2 1

+
+

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

l - l
l - l l l

2 1

2 1 2
2

1
1 ,  

 

q(t) = 
y t

t
( )
( )ϕ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , f(t) = 

b s t b s t k s t k s t
b l s t b l s t k l s t k l s t

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1

&( ) & ( ) ( ) ( )
& ( ) &( ) ( ) ( )

+ + +
+

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥- -

. 

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah dostaneme: 

 

(K - ω2 M + iω B) Q(iω) = F(iω), 

 

Q(iω) = (K - ω2 M + iω B)-1 F(iω) = H(iω) F(iω), 
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Y(iω) = 
j

n

=

=

1

2

∑ H1j(iω) Fj(iω), 

 

kde  

Y(iω),  

F1(iω) = (k1 + iω b1) S1(iω) + (k2 + iω b2) S2(iω) = A1(iω) S1(i ) + B1(iω) S2(iω), 

F2(iω) = -(k1 + iω b1) l1 S1(iω) + (k2 + iω b2) l1 S2(iω) =  

           = A2(iω) S1(iω) + B2(iω) S2(iω),  

S1,2(iω), 

sú Fourierove transformácie výstupu y(t), budenia f(t), vstupu s1,2(t) a H1j(iω) sú 1,j-te 

prvky matice H(iω). Na základe riešení príkladov 6.6, 6.8, 10.2, 10.4 stredná hodnota 

výstupu my a spektrálna výkonová hustotu Sy(ω) sú: 

 

my = 
j

n

=

=

1

2

∑ H1j(0) [Aj(0) ms1 + Bj(0) ms2]= 0, 

 

Sy(ω) = 
j

n

=

=

1

2

∑
k

n

=

=

1

2

∑ H 1j(i ω) H1k(i ω) [ A j(iω) Ak(iω) Ss1(ω) + 

+ B j(iω) Ak(iω) Ss2s1(iω) + A j(iω) Bk(iω) Ss1s2(iω) + B j(iω) Bk(iω) Ss2(ω)] 

 

a na základe riešenia príkladu 6.1 dostaneme hľadaný vzťah: 

 

Dy = 1
2π

-∞

∞

∫ Sy(ω) dω. 
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IV. Náhodné kmitanie nelineárnych sústav 
 

Matematický model opisujúci kmitanie nelineárnej sústavy je daný nelineárnou 

vektorovou obyčajnou nehomogénnou diferenciálnou rovnicou: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) + ϕ[ &q (t), q(t), t] = f(t), 

 

kde q(t) a f(t) sú n - rozmerné vektory zovšeobecnených výchyliek a síl v čase t. 

Matice M, B, K sú štvorcové matice stupňa n reprezentujúce fyzikálne parametre 

sústavy. Sústavy, ktorých matice M, B, K sú nezávislé na čase t a vektor ϕ[ &q (t), q(t), 

t] = ϕ[ &q (t), q(t)], sú sústavy s konštantnými koeficientami. V ďalšom, ak nebude 

výslovne povedané inak, sa budeme zaoberať sústavami s konštantnými 

koeficientami. 

Pre nelinárne sústavy neplatí princíp superpozície a v prípade, ak na vstupe f(t) 

do lineárnej sústavy je náhodný proces s normálnym rozdelením, tak na výstupe q(t) 

zo sústavy nebude náhodný proces s normálnym rozdelením. 

 

 

12. Metóda štatistickej linearizácie 
 

Metódou štastickej linearizácie sa aproximuje nelineárna funkcia ϕ[ &x (t),x(t)] 

lineárnou funkciou ϕl[ &x (t),x(t)], pričom ako kritérium zhody sa používa podmienka 

minima funkcie v tvare: 

 

 ϕ[ &x (t),x(t)] = ϕl[ &x (t),x(t)], (12.1) 

 

 M{Z[ &x (t),x(t)]2} = min, (12.2) 

 

kde  

 

 Z[ &x (t),x(t)] = ϕ[ &x (t),x(t)] - ϕl[ &x (t),x(t)]. (12.3) 
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S využitím metódy štatistickej linearizácie pri riešení nelineárnych sústav s 

náhodnými vstupmi dostávame len približné riešenia, ktorých hodnoty sú väčšinou 

menšie ako skutočné, pričom odhadnutie presnosti riešenia je problematické. 

Akceptovateľné výsledky dostávame v prípade rozsiahlych obmedzení, napríklad 

malosť nelineárnych členov, blízkosť hustoty pravdepodobnosti výstupu normálnemu 

rozdeleniu. 

 

 

Príklady 
 

Pr.12.1  

Linearizujte nelineárnu funkciu ϕ[ &y (t),y(t)] metódou štatistickej linearizácie, ak 

výchylka y(t) je stacionárny náhodný proces so známym zákonom rozdelenia 

f[ &y (t),y(t)]. 

 

 

Riešenie 

Linearizujme nelineárnu funkciu ϕ[ &y (t),y(t)] pomocou lineárnych členov 

Taylorovho rozvoja v okolí bodou &y (t) = 0, y(t) = my procesu y(t) = my + yc(t), kde 

my, m &y  sú stredné hodnoty výchylky a rýchlosti (pre stacionárny proces zo vzťahu 

(4.3) vyplýva: m &y  = 0): 

 

ϕl[ &y (t),y(t)] ≈ ϕ(0,my) + ϕ1(0,my) yc(t) + ϕ2(0,my) &y c(t) = 

= a0 + a1 yc(t) + a2 &y c(t), 

 

kde  

 

ϕ1[ &y (t),y(t)] = ∂
∂ y {ϕ[ &y (t),y(t)]}, ϕ2[ &y (t),y(t)] = ∂

∂ &y {ϕ[ &y (t),y(t)]}, 

 

Na základe vzťahu (12.2) je: 
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M{ϕ[ &y (t),y(t)]2 - 2 ϕ[ &y (t),y(t)] [a0 + a1 yc(t) + a2 &y c(t)] + 

+ [a0 + a1 yc(t) + a2 &y c(t)]2} = min,  

 

z čoho vyplývajú rovnosti: 

 
∂

∂
M

a j

[ ]L  = 0,    j=0,1,2, 

 

na základe ktorých po zohľadnení nekorelovanosti stacionárnych náhodných procesov 

yc(t) a &y c(t) (pozri príklad 4.8) a nulovej strednej hodnoty centrovaného náhodného 

procesu (pozri príklad 2.3) dostaneme hľadané konštanty: 

 

a0 = M{ϕ[ &y (t),y(t)]} = 
-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ ϕ[ &y (t),y(t)] f[ &y (t),y(t)] dy d &y ,  

 

a1 = 1
Dy

 M{ϕ[ &y (t),y(t)] yc(t)} = 1
Dy

-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ ϕ[ &y (t),y(t)] yc(t) f[ &y (t),y(t)] dy d &y , 

 

a2 = 1
Dy&

 M{ϕ[ &y (t),y(t)] &y c(t)} = 1
Dy&

-∞

∞

∫
-∞

∞

∫ ϕ[ &y (t),y(t)] &y c(t) f[ &y (t),y(t)] dy d &y . 

 

 

Pr.12.2  

Nájdite rozptyl Dy, D &y  výchylky y(t) a rýchlosti &y (t), ak poznáte strednú 

hodnotu mx a spektrálnu výkonovú hustotu Sx(ω) budenia x(t) pre sústavu s jedným 

stupňom voľnosti, ktorá je opísaná diferenciálnou rovnicou (12.1) , pričom nelineárnu 

funkciu ϕ[ &y (t),y(t)] linearizujte spôsobom uvedeným v príklade (12.1). 

Riešenie 

Na základe riešenia príkladu (12.1) je: 

 

m &&y c(t) + (b + a2) &y c(t) + (k + a1) yc(t) + k my + a0 = mx + xc(t), 
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k my + a0 = mx, 

 

m &&y c(t) + (b + a2) &y c(t) + (k + a1) yc(t) = xc(t). 

 

Na základe posledných dvoch rovníc analogicky ako pri riešení príkladu 10.8 pre 

rozptyly výchyliek a rýchlosti Dy, D &y  je: 

 

Dy = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 Sx(ω) dω - my
2, 

 

D &y  = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 ω2 Sx(ω) dω , 

 

kde pre strednu hodnotu my a prenos H(iω) je: 

 

my = m
k

x - a0 , 

 

H(iω) = [(k + a1) - ω2 m + i ω (b + a2)]-1. 

 

 

Pr.12.3  

Nájdite rozptyly Dy, D &y  výchylky y(t) a rýchlosti &y (t), ak poznáte strednú 

hodnotu mx = 0 a spektrálnu výkonovú hustotu Sx(ω) = A stacionárneho náhodného 

budenia x(t) sústavy (obrázok č.15), ktorá je tvorená bremenom zanedbateľných 

rozmerov o hmotnosti m, ktoré je spojené s nehybným základom tlmičom s 

koeficientom viskózneho tlmenia b a s pružinou, ktorá má nelineárnu charakteristiku s 

tuhosťou kg = k + ε y2. Uvažujte, že hustotu rozdelenia náhodnej výchylky môžete 

aproximovať normálnym rozdelením v tvare: 
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f[y(t)] = 1
2

2

πDy

Dye
-

[ y( t )-my ]

. 

 

 
Obr. č. 15 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania skúmanej sústavy je: 

 

m &&y (t) + b &y (t) + k y(t) + ε y(t)3 = x(t). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 10.1 linearizujeme nelineárnu rovnicu 

metódou štatistickej linearizácie. V našom prípade nelineárna funkcia ϕ[y(t)] a jej 

lineárna aproximácia ϕl[y(t)] sú:  

 

ϕ[y(t)] = ε y(t)3 ≈ ϕl[y(t)] = a0 + a1 yc(t), 

 

kde  

 

a0 = M{ϕ[y(t)]} = 
-∞

∞

∫ ϕ[y(t)] f[y(t)] dy = ε
π2 Dy -∞

∞

∫ y(t)3 e Dy-
[ y( t )-my ]

2  dy,  

 

a1 = 1
Dy

 M{ϕ[y(t)] yc(t)} = 1
Dy

 
-∞

∞

∫ ϕ[y(t)] [y(t) - my] f[y(t)] dy = 

= ε
π2 3Dy -∞

∞

∫ y(t)3 [y(t) - my] e Dy-
[ y( t )-my ]

2  dy. 

 

Vyčíslením integrálov analogicky ako pri riešení príkladu 2.8 dostaneme: 
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a0 = ε my (my
2 + 3 Dy), 

 

a1 = 3ε (my
2 + 2 Dy). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 10.2 linearizovaná rovnica je: 

 

m &&y c(t) + b &y c(t) + (k + a1) yc(t) + k my + a0 = mx + xc(t), 

 

kde yc(t), xc(t) sú centrované náhodné procesy. Na jej základe je: 

 

my [k + ε (my
2 + 3 Dy)] = mx,  (a) 

 

m &&y c(t) + b &y c(t) + [k + 3ε (my
2 + 2 Dy)] yc(t) = xc(t). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 10.8 prenos H(iω) a rozptyly Dy, D &y  sú: 

 

H(iω) = {[k + 3ε (my
2 + 2 Dy)] - ω2 m + i ω b)}-1, 

Dy = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 A dω - my
2 = A {2 b [k + 3ε (my

2 + 2 Dy)]}-1 - my
2, (b) 

 

D &y  = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 ω2 A dω = A (2 b m)-1. (c) 

 

Riešením rovníc (a), (b) možno nájsť hľadanú strednú hodnotu my a rozptyl Dy 

výchylky y(t) a priamo z rovnice (c) rozptyl D &y  rýchlosti &y (t). Na základe mx = 0 je 

my = 0, rozptyl Dy možno určíť riešením nelineárnej rovnice (b). 

 

 

Pr.12.4  
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Nájdite rozptyly Dy, D &y  výchylky y(t) a rýchlosti &y (t), ak poznáte strednú 

hodnotu mx = 0 a korelačnú funkciu Rx(τ) = Dx e-α⎢τ⎢ stacionárneho náhodného 

budenia x(t) pre sústavu podľa obrázka č.15, ktorá je tvorená bremenom 

zanedbateľných rozmerov s hmotnosťou m, ktoré je spojené s nehybným základom 

tlmičom, ktorý ma nelineárnu charakteristiku s tlmením bg = b sign( &y ) &y  a s 

pružinou s tuhosťou k. Uvažujte, že hustotu rozdelenia náhodnej výchylky môžte 

aproximovať normálnym rozdelením v tvare:  

 

f[ &y (t)] = 1
2

2

πDy

Dye
&

& ]
&

- [y(t)

. 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania skúmanej sústavy je: 

 

m &&y (t) + b sign[ &y (t)] &y (t)2 + k y(t) = x(t). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 10.1 linearizujeme nelineárnu rovnicu 

metódou štatistickej linearizácie. V našom prípade majú nelineárna funkcia ϕ[y(t)] a 

jej lineárna aproximácia ϕl[y(t)] tvar:  

 

ϕ[ &y (t)] = b sign[ &y (t)] &y (t)2 ≈ ϕl[ &y (t)] = a0 + a2 &y c(t), 

 

kde  

 

a0 = M{ϕ[ &y (t)]} = 
-∞

∞

∫ ϕ[ &y (t)] f[ &y (t)] d &y  =  

= b
Dy2π &

-∞

∞

∫ sign[ &y (t)] &y (t)2 e Dy
- [y(t)& ]

&2  d &y ,  

 

a1 = 1
Dy&

 M{ϕ[ &y (t)] &y c(t)} = 1
Dy&

-∞

∞

∫ ϕ[ &y (t)] &y (t) f[ &y (t)] d &y  =  
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= b
Dy2 3π & -∞

∞

∫ sign[ &y (t)] &y (t)2 &y (t) e Dy
- [y(t)& ]

&2  d &y . 

 

Vyčíslením integrálov je: 

 

a0 = 0, 

 

a2 = 4 b D &y  (2 π m2)-1
2 . 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 10.2 je linearizovaná rovica: 

 

m &&y c(t) + a2 &y c(t) + k [my + yc(t)] = mx + xc(t), 

 

kde yc(t), xc(t) sú centrované náhodné procesy. Na jej základe: 

 

k my = mx,  (a) 

 

m &&y c(t) + 4 b D &y  (2 π m2)-1
2  &y c(t) + k yc(t) = xc(t). 

 

Po zohľadnení riešenia príkladu 6.11., na základe ktorého vyjadrenie spektrálnej 

výkonovej hustoty Sx(ω) budenia x(t) je:  

 

Sx(ω) = 2 α Dx (a2 + ω2)-1, 

 

analogicky ako pri riešení príkladu 10.8 prenos H(iω) a rozptyly Dy, D &y  sú: 

 

H(iω) = [k - ω2 m + i ω 4 b D &y  (2 π m2)-1
2 ]-1,  (a) 

 

Dy = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 2 α Dx (a2 + ω2)-1 dω - my
2 = 
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= 2 π  m Dx (m α + 4 b 
Dy

2π ) [ 2  k D &y  (k + m α2 + 4 b α 
Dy

2π )]-1 - my
2, (b) 

 

D &y  = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 ω2 2 α Dx (a2 + ω2)-1 dω =  

= π  m α Dx [ 2  D &y  (k + m α2 + 4 b α D &y  / 2π )]-1 . (c) 

 

Riešením nelineárnych rovníc (a), (b) a nelineárnej rovnice (c) možno nájsť 

hľadanú strednú hodnotu my a rozptyl Dy výchylky y(t) a rozptyl D &y  rýchlosti &y (t).  

 

 

 

Pr.12.5  

Nájdite strednú hodnotu my a rozptyl Dy výchylky y(t), ak poznáte strednú 

hodnotu mx = 0 a kovariančnú funkciu Kx(τ) = Dx e-α⎢τ⎢ stacionárneho náhodného 

budenia x(t) pre sústavu na obrázku č. 15, ktorá je tvorená bremenom zanedbateľných 

rozmerov s hmotnosťou m, ktoré je spojené s nehybným základom tlmičom so 

súčiniteľom viskózneho tlmenia b a s pružinou s tuhosťou k1, pričom s pružinou s 

tuhosťou k2 sa spojí až keď sa vychýli o vzdialenosť d. Uvažujte, že hustotu 

rozdelenia náhodnej výchylky môžte aproximovať normálnym rozdelením v tvare:  

 

f[y(t)] = 1
2

2

πDy

Dye
-

[ y( t )-my ]

. 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania skúmanej sústavy je: 

 

m &&y (t) + b &y (t) + k1 y(t) + ϕ[y(t)] = x(t), 

 

kde  
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ϕ[y(t)] = 
k y d

k y d

2

2

0
( ),

,
( ),

+
≤

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

 y < -d
               / y/ d

-  y > d
 

 

Analogicky ako v príklade 10.1 linearizujeme nelineárnu rovnicu metódou 

štatistickej linearizácie. V našom prípade majú nelineárna funkcia ϕ[y(t)] a jej 

lineárna aproximácia ϕl[y(t)] tvar:  

 

ϕ[y(t)]  ≈ ϕl[y(t)] = a0 + a1 yc(t), 

 

kde  

 

a0 = M{ϕ[y(t)]} = 
-∞

∞

∫ ϕ[y(t)] f[y(t)] dy = k
Dy

2
2π

{
-

-

∞

d

∫ [y(t) + d] e Dy-
[ y( t )-my ]

2  dy +  

+ 
d

∞

∫ [y(t) - d] e Dy-
[ y( t )-my ]

2  dy} = k2 {my - u1 Φ( u
Dy

1 ) + u2 Φ( u
Dy

2 ) +  

+ 
Dy
2π  [e-u  D2 y

2 2/ ( ) - e-u  D1 y
2 2/ ( )]},  

 

kde Φ(u) analogicky ako v príklade 1.12 je Laplaceova funkcia, 

 

a1 = 1
Dy

 M{ϕ[y(t)] yc(t)} = 
-∞

∞

∫ ϕ[y(t)] [y(t) - my] f[y(t)] dy = 

= k
Dy

2
2π

{
-

-

∞

d

∫ [y(t) + d] [y(t) - my] e Dy-
[ y( t )-my ]

2  dy +  

+ 
d

∞

∫ [y(t) - d] [y(t) - my] e Dy-
[ y( t )-my ]

2  dy} = k2 [1 - Φ( u
Dy

1 ) - Φ( u
Dy

2 )]. 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 10.2 linearizovaná rovica je: 

 

m &&y c(t) + b &y c(t) + (k1 + a1) yc(t) + k1 my + a0 = mx + xc(t), 
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kde yc(t), xc(t) sú centrované náhodné procesy. Na jej základe je: 

 

my (k + α1) = mx,  (a) 

 

m &&y c(t) + b &y c(t) + {k1 + k2 [1 - Φ( u
Dy

1 ) - Φ( u
Dy

2 )]} yc(t) = xc(t). 

 

Analogicky ako v príklade 10.8 nájdeme prenos H(iω) a na základe riešenia príkladu 

6.12. spektrálna výkonová hustota je: 

 

Sx(ω) = 2 α Dx (a2 + ω2)-1. 

 

Pre rozptyl Dy platí: 

 

H(iω) = {k + k2 [1 - Φ( u
Dy

1 ) - Φ( u
Dy

2 )] - ω2 m + i ω b}-1, 

 

Dy = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 2 α Dx (a2 + ω2)-1 dω. (b) 

 

Riešením rovníc (a), (b) možno nájsť hľadanú strednú hodnotu my a rozptyl Dy 

výchylky y(t). Analýzou rovnice (a) možno zistiť, že funkcia my = ϕ(mx) sa bude 

nachádzať v oblasti vymedzenej medznými stavmi: 

a) d = 0 (lineárna sústava), my = mx, 

b) Dy = 0 (sústava je v pokoji), my = mx+ d sign(mx). 

 

 

Pr.12.6 

Určite rozptyl výchyliek Dy2 sústavy s parametrami mj, bgi = bi + ψi( &y ), kgi = ki 

+ ϕi(y), (j=1,2, ψ1( &y ) = 0, ϕ1(y) = 0) podľa obrázka č. 16, ak je sústava budená 

kinematickým budením s(t) s nulovou strednou hodnotou (ms = 0) a so spektrálnou 

výkonovou hustotou Ss(ω).  
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Obr. č. 16 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania bremien okolo rovnovážnej polohy je: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) + ψ[ &q (t)] + ϕ[q(t)] = f(t), 

 

kde  

 

M = 
m

m
1

2

0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,  B = 

b b b
b b

1 2 2

2 2

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

-
-

,  K = 
k k k

k k
1 2 2

2 2

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

-
-

,  

 

ϕ[q(t)] = 
- (t) - (t)]

(t) - (t)]
ϕ
ϕ

2 2 1

2 2 1

[
[

y y
y y

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,          ψ[ &q (t)] = 

- (t) - (t)]
(t) - (t)]

ψ
ψ

2 2 1

2 2 1

[ & &
[ & &

y y
y y

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

 

q(t) = 
y t
y t

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,                                           f(t) = 

b s t k s t1 1

0
&( ) ( )+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ . 

 

Využitím transformácie súradníc (relatívne posunutia) keď: 
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q(t) = T qr(t) = 
1 0
1 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

y t
y t

r

r

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  + 

1
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  s(t), 

 

pre uvedený vzťah platí: 

 

Mr &&q r(t) + Br &q r(t) + Kr qr(t) + ψ[ &q r(t)] + ϕ[qr(t)] = fr(t), 

 

kde  

 

Mr = TT M T, Br = TT B T = diag(bj), Kr = TT K T = diag(kj),  

 

ψ[ &q r(t)] = TT ψ[q(t)] = diag{ψj[ &y jr(t)]}, ϕ[qr(t)] = TT ϕ[q(t)] =  

= diag{ϕj[yjr(t)]}, 

 

fr = f. 

 

Na základe riešenia príkladov (12.1-2) možno linearizovať nelineárne funkcie:  

 

ψ2[ &y 2r(t)] ≈ a2 &y 2r(t), ϕ2[y2r(t)] ≈ a1 y2r(t),  

 

čím dostaneme linearizovaný vzťah s diagonálnymi maticami:  

 

Brl = 
b

bg l

1

2

0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , Krl = 

k
k g l

1

2

0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ .  

 

Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah dostaneme: 

 

 

(Krl - ω2 Mr + iω Brl) Qr(iω) = Fr(iω) = F(iω), 

 

Q(iω) = T Qr(iω) = T (Krl - ω2 Mr + iω Brl)-1 F(iω) = H(iω) F(iω), 
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Y2(iω) = H21(iω) F1(iω), 

 

(F1(iω) = (k1 + iω b1) S(i ω)) čo je analogický vzťah ako v príklade 10.15. 

Analogickým postupom dostaneme vzťah pre vyjadrenie rozptylu Dy2, ktorý však v 

tomto prípade bude nelineárny. 

 

 

Pr.12.7 

Určite rozptyl Dy2 výchylky y2(t) sústavy s parametrami mj, bgj = bj + ψj( &y 2), 

kgj = kj + ϕj(y2), (j=1,2), podľa obrázka č. 17, ak je sústava budená kinematickým 

budením s(t) s nulovou strednou hodnotou (ms = 0) a so spektrálnou výkonovou 

hustotou Ss(ω).  

 

 
 

Obr. č. 17 

 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania bremena okolo rovnovážnej polohy je: 

 

M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) + ψ[ &q (t), &s (t)] + ϕ[q(t), s(t)] = f(t), 

 

kde  

M = 
m

m
1

2

0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,  B = 

b b b
b b

1 2 2

2 2

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

-
-

,  K = 
k k k

k k
1 2 2

2 2

+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

-
-

,  
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ψ[ &q (t), &s (t)] = 
ψ ψ

ψ
1 1 2 2 1

2 2 1

[ & & [ & &
[ & &

y y y
y y

(t) - s(t)] - (t) - (t)]
(t) - (t)]

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

 

ϕ[q(t), s(t)] = 
ϕ ϕ

ϕ
1 1 2 2 1

2 2 1

[ [
[

y y y
y y

(t) - s(t)] - (t) - (t)]
(t) - (t)]

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

 

q(t) = 
y t
y t

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,                           f(t) = 

b s t k s t1 1

0
&( ) ( )+⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ . 

 

Využitím transformácie súradníc (relatívne posunutia), keď: 

 

q(t) = T qr(t) + t s(t) = 
1 0
1 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  

y t
y t

r

r

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  + 

1
1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  s(t), 

 

pre uvedený vzťah platí: 

 

Mr &&q r(t) + Br &q r(t) + Kr qr(t) + ψ[ &q r(t)] + ϕ[qr(t)] = fr(t), 

 

kde  

 

Mr = TT M T,  Br = TT B T = diag(bj),  Kr = TT K T = diag(kj),  

 

ψ[ &q r(t)] = TT ψ[q(t), &s (t)] = diag{ψj[ &y jr(t)]},  

 

ϕ[qr(t)] = TT ϕ[q(t), s(t)] = diag{ϕj[yjr(t)]}, 

 

fr = f - TT [M t &&s (t) + B t &s (t) + K t s(t)] = -TT M t &&s (t). 

 

Využitím riešenia príkladov (12.1-2) možno linearizovať nelineárne funkcie: 

 

ψi[ &y ir(t)] ≈ a2i &y ir(t),                           ϕi[yir(t)] ≈ a1i yir(t), 
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čím dostaneme linearizovaný vzťah s diagonálnymi maticami Brl = diag(bgil), Krl = 

diag(kgil). Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah dostaneme: 

 

(Krl - ω2 Mr + iω Brl) Qr(iω) = Fr(iω), 

 

Q(iω) = T (Kr - ω2 Mr + iω Br)-1 Fr(iω) + t S(iω) = H(iω) Fr(iω) + t S(iω), 

 

Y2(iω) = H21(iω) F1r(iω) + H22(iω) F2r(iω) + S(iω) = Hg(iω) S(iω), 

 

čo je analogický vzťah ako v príklade 10.15. Analogickým postupom dostaneme 

vzťah pre vyjadrenie rozptylu Dy2, ktorý však v tomto prípade bude nelineárny. 

 

 

Pr.12.8 

Určite rozptyl Dy výchylky y(t) sústavy s parametrami m, IT, bgj = bj + ψj( &y 2), 

kgj = kj + ϑj(y2), (j=1,2) podľa obrázka č. 18, ak je sústava budená kinematickým 

budením sj(t) s nulovými strednými hodnotami (ms1 = 0, ms2 = 0) a so spektrálnymi 

výkonovými hustotami Ss1(ω), Ss1(ω), Ss1s2(iω).  

 

 

ϕ

 
 

Obr. č. 18 

 

 

Riešenie. 

Pohybová rovnica kmitania sústavy okolo rovnovážnej polohy je: 
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M &&q (t) + B &q (t) + K q(t) + ψ[ &q (t), &s (t)] + ϑ[q(t), s(t)] = f(t), 

 

kde  

M = 
m

IT

1 0
0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,  q(t) = 

y t
t

( )
( )ϕ

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,  s(t) = 

s t
s t

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ,  

 

B = 
b b b b

b b b b
1 2 2 1

2 1 2 1

+
+

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

l - l
l - l l l

2 1

2 1 2
2

1
2 ,      K = 

k k k k
k k k k

1 2 2 1

2 1 2 1

+
+

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

l - l
l - l l l

2 1

2 1 2
2

1
2 ,  

 

ψ[ &q (t), &s (t)] = 
ψ ϕ ψ ϕ

ψ ϕ ψ ϕ
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

[ & & & [ & & &
[ & & & [ & & &
y l y l

l y l l y l
(t) - s (t) - (t)] (t) - s (t) (t)]

- (t) - s (t) - (t)] (t) - s (t) (t)]
1 2

1 2

+ +
+ +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

 

ϑ[q(t), s(t)] = 
ϑ ϕ ϑ ϕ

ϑ ϕ ϑ ϕ
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

[ [
[ [
y l y l

l y l l y l
(t) - s (t) - (t)] (t) - s (t) (t)]

- (t) - s (t) - (t)] (t) - s (t) (t)]
1 2

1 2

+ +
+ +

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ , 

 

f(t) = 
b s t b s t k s t k s t

b l s t b l s t k l s t k l s t
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1

&( ) & ( ) ( ) ( )
& ( ) &( ) ( ) ( )

+ + +
+

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥- - . 

 

Využitím transformácie súradníc, kde: 

 

q(t) = T [qr(t) + s(t)] = 1
1 2l l+  

l l2 1

1 1-
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  [

y t
y t

r

r

1

2

( )
( )

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  + s(t)], 

 

pre uvedený vzťah platí: 

 

Mr &&q r(t) + Br &q r(t) + Kr qr(t) + ψ[ &q r(t)] + ϑ[qr(t)] = fr(t), 

 

kde  

 

Mr = TT M T,  Br = TT B T = diag(bj),  Kr = TT K T = diag(kj),  

 

ψ[ &q r(t)] = TT ψ[q(t), &s (t)] = diag[ψj( &y jr)],  
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ϑ[qr(t)] = TT ϑ[q(t), s(t)] = diag[ϑj(yjr)], 

 

fr = f - TT [M T &&s (t) + B T &s (t) + K T s(t)] = -TT M T &&s (t). 

 

Využitím riešenia príkladov (12.1-2) možno linearizovať nelineárne funkcie: 

 

ψi[ &y ir(t)] ≈ a2i &y ir(t),                      ϕi[yir(t)] ≈ a1i yir(t), 

 

čím dostaneme linearizovaný vzťah s diagonálnymi maticami Brl = diag(bgil), Krl = 

diag(kgil). Aplikovaním Fourierovej transformácie na uvedený vzťah dostaneme: 

 

(Krl - ω2 Mr + iω Brl) Qr(iω) = Fr(iω), 

 

Q(iω) = T (Kr - ω2 Mr + iω Br)-1 Fr(iω) + T S(iω) = H(iω) Fr(iω) + T S(iω), 

 

Y(iω) = 
j

n

=

=

1

2

∑ Hg1j(iω) Sj(iω), 

 

čo je analogický vzťah ako v príklade 11.6. Analogickým postupom dostaneme vzťah 

pre vyjadrenie rozptylu Dy, ktorý však v tomto prípade bude nelineárny. 

 

 

Pr.12.9 

Určite rozptyl Dq(t) výchyliek q(t) sústavy opísanej v príklade 9.1, ak odporový 

moment je kvadratickou funkciou výchylky. 

Riešenie. 

Na základe príkladu 9.1 pohybová rovnica kolísanie uhlovej rýchlosti je: 

 

&q (t) = -k q(t) - h sign[q(t)] q(t)2 + ξ(t). 
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Analogicky ako pri riešení príkladov 10.1-4 linearizujeme nelineárnu rovnicu 

metódou štatistickej linearizácie. Nelineárna funkcia ϕ[q(t)] a jej lineárna 

aproximácia ϕl[q(t)] majú tvar: 

 

ϕ[q(t)] = h sign[q(t)] q(t)2 ≈ ϕl[q(t)] = a0 + a1 qc(t), 

 

a0 = 0, 

a1 = 4 h 
Dq
2 π . 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 10.9 nájdeme prenos H(iω) a rozptyl Dq v tvare 

nelineárnej rovnice: 

 

H(iω) = [(k + 4 h 
Dq
2 π ) + i ω]-1, 

 

Dq = 1
2π

-∞

∞

∫ /H(ω)/2 A dω - my
2 = A [2 (k + 4 h 

Dq
2 π )]-1. 

 

 

13. Využitie Markovových procesov 
 

Riešenie diferenciálnej rovnice: 

 

&x j(t) = ϕj(x1,x2,…,x2n,t) + 
k

n

=1

2

∑ ψjk(x1,x2,…,x2n,t) ξk(t),   j = 1,2,…,2n, 

 

kde ξj(t) je stacionárny biely šum s normálnym rozdelením, so strednou hodnotou mξj 

= 0 a s kovariančnými funkciami Kξjξj(τ) = Ajk δ(τ), Kξjξk(τ) = 0, j,k=1,2,...n, je 

Markovov proces. Využitím Markovových procesov možno nájsť presné riešenie 

uvedenej rovnice. Avšak známy je len obmädzený počet analyticky riešiteľných úloh. 
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Príklady 
 

Pr.13.1  

Nájdite ustálené rozptyly Dy, D &y  výchylky y(t) a rýchlosti &y (t) sústavy opísanej 

v príklade 12.3 využitím Markovových procesov. 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania skúmanej sústavy je: 

 

&&y (t) + 2 δ &y (t) + ωo
2 y(t) + ε y(t)3 = x(t). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 7.3 dostaneme druhú Kolmogorovovú rovnicu v 

tvare ( &y (t) = x1(t), y(t) = x2(t)): 

 

∂
∂
f
t  + ∂ δ ω ε

∂
( )-2  x -  x -  x1 2 2

3
o f
x

2

1
 + ∂

∂
( )x1 f

x2
 - 1

2  ∂
∂

2

1
2

( )A f
x

 = 0,  

 

z ktorej pre stacionárny prípad vyplynie: 

 

-2 δ f - 2 δ x1 ∂
∂

f
x1

 - (ωo
2 x2 + ε x2

3) ∂
∂

f
x1

 + x2 ∂
∂

f
x2

 - 1
2  A ∂

∂

2

1
2
f

x
 = 0,  

 
∂
∂

f
x1

 [(ωo
2 x2 + ε x2

3) f  + A
4 δ  ∂

∂
f
x2

] + (- ∂
∂x2

 + 2 δ ∂
∂x1

) (x1 f + A
4 δ  ∂

∂
f
x1

) = 0,  

 

Pre nezávisle x1 a x2 platí: 

 

f(x1, x2) = f(x1) f(x2),  

 

∂
∂x1

 {f1 [(ωo
2 x2 + ε x2

3) f2 + A
4 δ  ∂

∂
f
x

2

2
]} + (- ∂

∂x2
 + 2 δ ∂

∂x1
) [f2 (x1 f1 + A

4 δ  ∂
∂

f
x

1

2
)] = 0. 

 

Táto rovnosť je splnená, ak platia vzťahy: 

 
df
dx

1

1
 + 4 δ

A  x1 f1 = 0,  
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df
dx

2

2
 + ( )ω ε δo

A

2 4 x  x2 2
3+  f2 = 0,  

 

z ktorých vyplýva: 

 

f1 = c1 e
x- 4 

2 A
δ

1
2

,  

 

f2 = c2 e o x- 4 
2 A

δ ω2
2
2

 e
x- 4 

4 A
δ ε 2

4

, 

 

Na základe vzťahu (1.17) a riešenia príkladov (2.8) a (1.12) nájdeme konštanty 

c1, c2 v tvare: 

 

-∞

∞

∫ c1 e
x- 4 

2 A
δ

1
2

 dx1 = 1, 

 

c1 = 2 δ
π A , 

 

-∞

∞

∫ c2 e a x xo- ( )ω ε2
2 2

2
2
2+  dx2 = 

-∞

∞

∫ c2 e a xo- ω2
2
2
 [1 - a ε

2  x2
4 + 1

2  ( a ε
2 )2 x2

8 ...] dx2 = 1, 

 

c2 = { π  [ 1
2 1 2( ) /a oω

 - a
a o

ε
ω4 2 5 2( ) /  + a

a o

2 2

7 2 9 2
210

2
ε
ω( ) /  ...]}-1, 

 

kde a = 2 δ
A . Na základe vzťahu (6.1) rozptyly Dy, D &y  sú: 

 

Dy = A

o4 2δ ω
 
1

1

2

2

 -  

 -  

15
8

15
4

3
4

105
64

ε ε

ε ε

+

+

...

...
, 

 

D &y  = A
2 δ

. 
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Pr.13.2  

Nájdite ustálené rozptyly Dy, D &y  výchylky y(t) a rýchlosti &y (t) sústavy opísanej 

v príklade 12.4 využitím Markovových procesov. 

Riešenie 

Pohybová rovnica kmitania sústavy je: 

 

&&y (t) + 2 δ sign[ &y (t)] &y (t)2 + ωo
2 y(t) = ξ(t). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 7.3 vyjadríme náhodný proces x(t) s korelačnou 

funkciou Kx(τ)= A e-α/τ/ pomocou náhodného procesu ξ(t) typu bieleho šumu so 

spektrálnou výkonovou hustotou Sξ(ω)= A v tvare : 

 

&x (t)2 + α x(t) = 2 α A ξ(t). 

 

Analogicky ako pri riešení príkladu 7.3 dostaneme druhú Kolmogorovovu rovnicu v 

tvare ( &y (t) = x1(t), y(t) = x2(t), x(t) = x3(t)): 

 

∂
∂
f
t  + ∂ δ ω

∂
( )-2  sign x x -  x - x1 1

2
2 3o f

x

2

1
 + ∂

∂
( )x1 f

x2
 + ∂ α

∂
( )- x3 f

x3
 - 1

2  ∂ α
∂

2

3
2

2( )A f
x

 = 0,  

 

Analyticky riešiť obdobné prípady je obtiažne, ale numericky obdobne ako v 

predchádzajúcom príklade možno nájsť ustálené rozptyly Dy, D &y  výchylky y(t) a 

rýchlosti &y (t) skúmanej sústavy. 

 

 

Pr.13.3 

Určite rozptyl Dq(t) výchyliek q(t) dynamickej sústavy opísanej v príklade 9.1 

využitím Markovových procesov, ak odporový moment je kvadratickou funkciou 

výchylky. 

Riešenie. 
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Na základe riešenia príkladu 8.1 kolísanie uhlovej rýchlosti je: 

 

&q (t) = -k q(t) - h sign[q(t)] q(t)2 + ξ(t). 

 

Na základe riešenia príkladu 7.3 a 6.9 dostaneme druhú Kolmogorovovu rovnicu v 

tvare: 

 

∂
∂
f
t  + ∂

∂
( )-k q - h sign q q2 f

q  - 1
2  ∂

∂

2

2
( )A f

q
 = 0.  

 

Pre stacionárny prípad analogicky ako v príklade 10.14 je: 

 

f = c2 e
k q h sign q q dq

q
- 2

A
2( )+∫0  = c2 e k q h sign q-  q 2

A
1
2

1
3( )2 3+ , 

 

kde c2 = ( π A
k  - A

h6 )-1, 

 

Dq = 
-∞

∞

∫ q2 c2 e k q h sign q-  q 2
A

1
2

1
3( )2 3+  dq = A

4  (
π

π

2

2

k

k

A

A

 -  

 -  

2
3 h

1
6 h

). 

 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


