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I. Nahodne¢ veliCiny
Javom (istym, nemoZnym a nahodnym) nazyvame vysledok, ako aj kazdy

dosledok vysledku, uskuto¢nenia urcitého jednoznacne ur¢eného systému podmienok

(pokusu). Vztahom:

P(4) =p

vyjadrujeme, ze pravdepodobnost’ P(4) javu A4 je rovna Cislu p.

Zmysel a vlastnosti pravdepodobnosti P(4) javu A objasiuju respektive
definuju Styri axiomy (axiomaticka definicia podl'a Kolmogorovova):
a) pravdepodobnost’ P(4) kazdého javu 4 spliuje nerovnost’
0 <P(4), (1.1.a)
b) pre pravdepodobnost’ P(l) istého javu [/ je:

P =1, (1.1.b)

¢) pre navzajom nezlu€itelné (disjunktné) javy A4, A,,..., 4, (4; N A =0)

je:
P4, vA, v..vA,) =P, +P(4,) +..+P(4,), (1.1.c)
d) pre podmienenu pravdepodobnost’ P(4|B) javu 4, Ze nastal jav B je:
P(4|B) P(B) =P(A N B). (1.1.d)
Na zéklade tychto Styroch axiom mozno odvodit' vSetky zékladné vlastnosti

pravdepodobnosti. Z prvych troch axiom vyplyva napriklad, ze:

pravdepodobnost’ P(O) nemozného javu O je:



P(0) =0,

pravdepodobnost’ P( 4 ) javu opaéného (doplnkového-komplementarného)

k javu 4 je:
P(4)=1-P(4),
Z0 Stvrtej axiomi vyplyva napriklad, Ze:
pre dva nezavislé (stochasticky nezavislé) javy 4, B, pre ktoré nezavisi
pravdepodobnost’ jedného z nich na tom ¢i druhy jav nastal alebo nie plati:
P(A|B) =P(4),

P(A ~ B) =P(4) P(B).

Veli¢inu X, ktora nadobuda rézne ¢iselné hodnoty x, priCom nadobudnutie

kazdej z tychto hodnoét je nahodny jav s urcitou pravepodobnost'ou, nazyvame

nahodna veliina.

VeliCiny, ktoré nadobudajui vopred nezname spojite, pripadne diskrétne sa

meniace hodnoty, nazyvame spojité, respektive diskrétne ndhodné veli€iny.

1. Funkcie rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny

Nahodna veli¢ina X je definovand definicnym oborom hodnoét x a
pravdepodobnost’'ou vyskytu tychto hodnét.

Zéakon rozlozenia p(x) diskrétnej nahodnej veli¢iny X definuje vztah:

p(x) =P(X =x) (1.

Distribuént funkciu F¢x) diskrétnej alebo spojitej nahodnej veli¢iny X definuje

vztah:



F(x) =P(X <x). (1.2)

Pre diskrétne nahodné veli¢iny plati vztah:

Fe) = D, pl. (1.3)

x_/-<x

Hustotu pravdepodobnosti (zdkon rozlozenia) f{x) spojitej ndhodnej veli¢iny X

definuje vzt'ah:

Px<X<x+A4x)

=l 1.4
S =lim 4, P (1.4)
Pre diskrétne nadhodné veliCiny plati vztah:
fx) = Z P(x) o(x-x)), (1.5)
J
kde ofx) je Diracova ¢ funkecia, pre ktorua plati:
5 oo, x =0 L6
=10 x 20" (1.6)
Diracova ¢ funkcia mé vlastnosti:
[otx)dc=1, (1.7)
[o(x)5x-y)dx = p(v), (1.8)

-00

kde ¢(x) je 'ubovol'na funkcia spojitad v bode x =y.



Zékladné vlastnosti distribucnej funkcie F(x) a hustoty pravdepodobnosti f{x):

Fo) = [ f(x)dx, rix) =) (1.10-11)
S dx
P(a <X <b)=F(b)- F(a), P(a _<X_<b):jf(x)dx, (1.12-13)
F(x)) < F(xy) =x; <x,, fx) =0, (1.14-15)
limy_y o) F(x) =0, o
f(x)dx =1.
lim,_,,, F(x) =1, 'L (1.16-17)

Priklady

Pr.1.1
Urcte distribuc¢nu funkciu F(x) a hustotu pravdepodobnosti f(x) nahodne;j
veli€iny X, ktort ziskame nahodnym vyberom Ccisla z intervalu <a,b> .
Riesenie.

Na zéaklade vztahov (1.1) a (1.2) je:

0, x<a
Fx)=y37%, a<x<b.
1; x>b

Vyuzitim vztahu (1.11) dostaneme:

(b - a)'];x e<a,b>

e :{ 0;, x z(a,b) '
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Pr.1.2

Zistite, ¢i funkcia:
F(x) =(1 +x)2

moze byt ¢ast'ou distribu¢nej funkcie nahodnej veli¢iny X na tiseku defini¢ného

oboru:
2) (a0 ),
b) {0, ),

c) ( -o0, () >
RieSenie.

Na zéklade vztahu (1.16) je:

a) lim,_y_0)(1 +x)2 =0, lim,_ (1 +x)2 =0, nemoze byt

b) lim, (1 +x)? =1, lim,_, (1 +x)2 =0, nemoze byt

¢) limy_yo0)(1 +%)2 =0; lim, (1 +x)2 =1, moze byt.
Pr.1.3

Hustota pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny X je dana vztahom:

fix) =ax? et (k>0,0 <x <o)

Urcte:

a) koeficient a,

b) distribu¢nu funkciu Fi(x),

¢) pravdepodobnost’, s akou sa nahodna veli¢ina bude nachddzat’ v intervale
(0:1/k).

Riesenie.

a) Na zaklade vztahu (1.17) ma byt :
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J.a xZ e ax =1.
0

Potom plati:
3
a :(J‘xz e dx )’ :k7.
0

b) Na zaklade vztahu (1.10) je:

X
3 2.2 2 2
F(x):j% x2 ek gy = - B A2kat? +2kx+ ek,
0

c¢) Na zéklade vztahu (1.12) je:

POsX<k!) =F(k1)-F0) =1-5(2e).

Pr.1.4
Néhodna veli¢ina X vyjadruje pocCet vykmitov strojného zariadenia za dané
obdobie. Vyjadrite hustotu pravdepodobnosti f{x) ndhodnej veli¢iny X, pomocou &

funkcie ak nahodna veli¢ina X ma rozdelenie pravdepodobnosti dané tabul’kou:

X, 0 1 2 3

p(x) 0.6 0.3 0.08 0.02

Riesenie.

Na zéklade vztahu (1.5) je:

1) =0.6 5(x) +0.3 S(x-1) +0.08 5(x-2) +0.02 5x-3).
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Pr.1.5
Ukéazte ekvivalentnost’ vztahov (1.10) a (1.3) pre diskrétne nahodne veli€iny.
Riesenie.

Dosadenim vztahu (1.5) do vzt'ahu (1.10) dostaneme:

Fo)= Y, ple) [8(s—x;)ds.

Xj<X

KedZe pre x <x; je:

X

J‘é‘(s—xj)ds =1,
aprex >x; je:

X

J‘é‘(s—xj)ds =0,

tak na zaklade predosleho vztahu plati vztah (1.3).

Pr.1.6

Distribucna funkcia F(x) ndhodnej veli¢iny X ma tvar:
X2
J t
F) =4[ ar.
-c0

N4jdite hustotu pravdepodobnosti f{x).
Riesenie.

Na zéklade vztahu (1.11) je:
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Pr.1.7

Distribucna funkcia F(x) ndhodnej veli¢iny X ma tvar:

1-(4); x>a

s (b>0).
0; x<a ( )

F(x)z{

Najdite hodnotu x,, od ktorej bude ndhodna veli¢ina X vicsia s pravdepodobnostou p.
Riesenie.

Na zéklade vztahu (1.2) je:
1-(L£)=p
Po uprave dostaneme:

1
xp=a(l-p)*.

Pr.1.8
Distribu¢na funkcia F(x) nahodnej veliCiny X, ktora reprezentuje cas

bezporuchovej prevadzky stroja, ma tvar:

Fu) =1 eifl (t=0).

Urcte:
a) pravdepodonost’ bezporuchovej prevadzky stroja za Cas ¢=T,
b) hustotu pravdepodobnosti f{z).

Riesenie.
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a) Na zéklade vztahu (1.12) je:
PO<X<T)=F(T)-F) =1-¢e%-1+ =1-¢?.

b) Na zaklade vzt'ahu (1.11) je:

)
_5 T
=5e 7.

Pr.1.9

Distribu¢na funkcia F(x) nahodnej veli¢iny X ma tvar:
F(x) =a +b arctg(5), (-o0<x <).

Urcte:
a) konstanty a, b,
b) hustotu pravdepodobnosti f(x),
c)Pla <X <p).
Riesenie.

a) Na zaklade vztahu (1.16) je:

lim_y_.)la +barctg(3)] =a-bZ =0;
lim,_.o[a +barctg(3] =a+b 5 =1,

_1 _1
a = PR b= e
b) Na zédklade vztahu (1.11) je:
16 = 2762 + L)1,

¢) Na zaklade vztahu (1.12) je:
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Pla<X<p :é +é arctg(g) - [% +% arctg($)] :%arctg %

Pr.1.10
Urcte konStantu a tak, aby funkcia:

f(x) =a (1 +x?)1

mohla byt’ hustotou pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny X.
RieSenie.

Na zéklade vztahu (1.17) pre hustotu pravdepodobnosti plati:

.[1+ax2 dx =1.

Potom je:

1
a=—F.
Jz

Pr.1.11

Polohu bodu v 'ubovol'nom ¢asovom okamihu vyjadruje vztah:
X =a sin(wt).

Urcte:

a) distribu¢ntl funkciu F(x) polohy bodu,

b) pravdepodobnost’ s akou sa bod nachddza v intervale <x 15X > ,

RieSenie.

a) Pravdepodobnost, Zze sa bod nachiddza v intervale <x, X +dx> je priamo

imerna pomeru diZky intervalu ku rychlosti bodu. Potom plati:
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dx

dx
dt

dF(x) =P(x <X <x +dx) =k% =k — =kdt =f(x) dx,

kde £ je zatial’ neznana konStanta imernosti. Ked’ze plati:

% =a wcos(mt) =a a)\/]-sinza)t =a)\/a2 -x’ ,
potom je:
— k
f(x)p_ 2 27

aoNa -x

kde f(x),, je hustota pravdepodobnosti v intervale (-a,a). Na zaklade vztahu (1.17) je:

k k .
T dx = - [arcsin(%)]% =1,

Q =2

po uprave ktoré¢ho dostaneme hodnotu £:

Vyjadrenie hustoty pravdepodobnosti f{x) funkcie x =a sin(at) je:

1.
f) = { el x? /X/Sa.
0; /x/ >a

Na zéklade vztahu (1.10) najdeme distribuc¢nt funkciu Fi(x):

Py = g .
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F(x), =§ +arcsin (f),

1; X >a
F(x) = % +f[arcsin(§); -a<x<a
0; xX<-a

b) Na zaklade vzt'ahu (1.16) je:
P(x; S X Sx5) =F(xy) - F(x) =1L [arcsin(%) - aresin(<L)].

Rovnaky vysledok dostavame aj zo vztahu:

P(x; _<X_<x2)=t7”,

kde
t, =2 [arcsin();—z) - arcsin(%)] ol T:%T,

pricom ¢, vyjadruje Cas, poCas ktorého sa bod zdrzuje v intervale <x1,x2> pocas

jednej periddy a T vyjadruje Cas trvania jednej periody.

Pr.1.12
Urcte pravdepodobnost, s akou sa bude nachadzat nahodna veli¢ina X s

hustotou pravdepodobnosti

_(x—a)2
262

) =

L e
b~2r

(normalne - Gaussovo rozdelenie) v intervale <a -3b,a+3 b>.

Riesenie.
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Na zaklade vzt'ahu (1.13) dostaneme:

Ry _(x-a)z
Pa-3b<X<a+3b) :P(x]SXSxZ):ﬁJ‘ e P gy =

Xq

5 2 % 2 I 2
_ 1 S E 5o 5o ) _
_mj be dz—m(_([ ¢ di £ &7 d) = H(t) - dt,) =
]

= 9(57) -¢(5) =2 §(3) =0,9973,

2

kde t = X2 ¢x) = | e ? dt je tabulkovo spracovana Laplaceova funkcia s

b NG

3
S ey

vlastnost’ami:

#0) =0, §(+0) = 2%, f(-u) =-¢(u).

2. Ciselne charakteristiky nahodnych veli¢in

Ako cCiselné charakteristiky ndhodnych veli¢in, od ktorych sa pozaduje, aby
vystizne reprezentovali podstatné vlastnosti ndhodnych veli¢in, sa najcastejSie

pouzivaji momeny, kde n -ty moment respektive moment n-tého radu je:

M[Xx] = ].Ox” dF(x) = ]Ox” f(x)dx.

Stredna hodnota (moment 1. radu) m, (!m,) ndhodnej veli¢iny X je:

oo

me=M[X] = [xdF(x) = [x f(x)dx. 2.1)

-00

Centrovana nadhodnd veli¢ina X, je:
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X, =X-m, (2.2)
Rozptyl, disperzia (moment 2. radu) D, (?m,,) ndhodnej veliiny X je:
D, =62 =M[(X,?] = | (x-m, )’ dF(x) = |(x-m, )’ d 2.3
w =07 =M[(X)’] = | (x-m.)" dF(x) = | (x-m,)" f(x)dx, (2.3)
kde veli€ina o, je smerodajnd odchylka ndhodnej veli¢iny X.
Kovariancia (korelaény moment) K., nahodnych veli¢in X, Y je:
Ky =MX, Y] = | [(x-mo)(y-m,) f(x.y)dxdy. (2.4)
kde f(x,y) je druha (vzajomnd) hustota pravdepodobnosti ndhodnych veli¢in X, Y.
Koreldcia R,,, nahodnych veli¢in X, Y je:
Ry =MXY] = [ [xy flx.y)dedy. 2.5)
Koeficient koreldcie r,, nahodnych veli¢in X, Y je:
K,,
oy = . (2.6)
oy O,
Ak nahodné veli¢iny X, Y st nezavisle, potom:
Jx.y) =) f1)- 2.7)

Ak Y je ndhodna veli¢ina dand funkciou Y = ¢(X) ndhodnej veli¢iny X, potom

stredna hodnotu m,, a disperziu D, mozno vyjadrit’ vztahmi:
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m, = [ (x) f(x) dx. 2.8)
Dy = [[p(x)-m,]* f(x)dx. 2.9)

Priklady

Pr.2.1

Urcte stredna hodnotu m,, a rozptyl D), nahodnej veliCiny Y, ked’ je:
Y=aX+b,

kde X je ndhodna veli€ina so zndmou strednou hodnotu m, a rozptylom D,, pricom a,
b su konstanty.
RieSenie.

Na zéklade vztahov (2.1) a (2.8) je:

ee)

m, =M[Y] =M[a X +b] = [(ax+b) f(x)dx =a|x f(x)dv+b] f(x)dx.

-0

Potom na zéklade vztahov (2.1) a (1.17) je:

my, =am, +b.

Na zaklade vztahov (2.3) a (2.9) je:

Dy =M[(Y?] =M[(Y-m,)] = [[ax+b-am, -b] f(x)dv =

=a2J.(x—mX)2 f(x)dx =a’D,.
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Pr.2.2

Urcte strednt hodnotu m,, a rozptyl D, ndhodnej veliCiny Z, ked’ je:
Z=X+7Y,

kde X, Y su nahodné veli¢iny so znamymi strednymi hodnotami m,, m,, rozptylmi D,,
D, a kovarianciou K,,.
Riesenie.

Na zaklade vzt'ahu (2.1) je:

m, =M[Z] =M[X +Y] = [ [(x+y) f(x.y)dedy =

-0 -0

0

:Tx]of(x,y)dydx + J.y]of(x,y)dxdy :]Exfy(X)dx + Tyfx(y)dy =

-00 -00

=M[X] +M[Y] = m +m,.
Na zaklade vztahu (2.3) je:

D. =M[(Z)%] =M[(Z - m)] =M[(X +Y - m,-m)?] =M[(X, +Y,)’] =
=M[X2? +2X.Y.+Y2].

Potom analogicky ako pre strednu hodnotu a na zaklade vztahu (2.4) je:

D, =D, +2K,, +D,.

Pr.2.3
Urcte strednt hodnotu m,. centrovanej ndhodnej veli¢iny X..

Riesenie.
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Na zaklade riesenia prikladu 2.2 a na zaklade vztahov (2.1-2) je:

m,, =M[X,] =M[X - m_] =M[X] - M[m ] =0.

Pr.2.4

Ukazte, ze plati:

D, =M[X?] - m,2.

RieSenie.

Na zaklade riesenia prikladu 2.2 a na zaklade vzt'ahu (2.3) je:

D, =M[(X,)?] =M[(X - m )2] =M[X2] - 2 m_ M[X] +m2 =M[X?] - m 2.

Pr.2.5

Ukéazte, Ze pre dve nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y plati:

ny =0.
RieSenie.

Na zaklade vztahov (2.4) a (2.7) vyplyva:

K, =

§ =8
8 8

xe ve fxy)dvdy = [ [x, v fx) f(y)dxdy =

-0 -00

- Ixc f(x) dXch f(y)dy =M[X.] M[Y,].

Potom na zaklade rieSenia prikladu 2.3 dostaneme vzt'ah:

K, =0.
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Pr.2.6

Urcte strednt hodnotu m,, a rozptyl D, ndhodnej veli€iny Z, ked’
Z=XY,

kde X, Y su nezavisl¢ nahodn¢ veli¢iny so znamymi strednymi hodnotami m,, m,,
disperziami D,, D, a kovarianciou K,
Riesenie.

Na zaklade rieSenia prikladu 2.3 a vztahov (2.1), (2.4) je:

m, =M[Z] =M[X Y] =M[(X. +m)(Y. +m,)] =

=M[X.Y.] +m M[Y ] +m,M[X ] +m,m, =K, +m,m, =R,,.

Potom na zéaklade rieSenia prikladu 2.5 je:

m, =R, =m,m,.

Na zéklade doteraz vypocitaného a vztahu (2.3) je:

D, =M[Z2] =M[(Z-m,)2] =M[X? Y?] - 2 m, m,M[X Y] +m2 m? =
=M[X2 Y] -m? m? =M[(X, +m,)? (Y, +m )] -m2m7 =
=M[X2 Y.2] +2m, M[X, Y2] +2 m, M[X Y,] +
+4mom, M[X. Y] +2m2 m, M[Y.] +2m,mj M[X_] +
+m? MIX2] +m2 M[Y2].

Potom pomocou vztahov (2.3), (2.7) analogicky ako pri rieseni prikladu 2.5 je:

D.=D,D, +m? D, +m? D,

Pr.2.7
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Na vol'ne podoprety nosnik podl'a obrazka ¢. 1 pdsobi v kolmom smere vo
vzdialenosti a, b od podpier ndhodna sila /' so zndmou strednou hodnotou m a
rozptylom Dy. Urcte strednt hodnotu a rozptyl vézbovych reakcii R, Rz a rozptyl

priehybu y; v mieste pdsobenia sily.

Obr. ¢.1

RieSenie.
Vizbové reakcie R4, Rp a priehyb y, v mieste posobenia sily su:
22

LA S Ry S A
3EJ, (a+b)

R, =
A7 4 +b a+b

Potom ako v priklade 2.1 dostaneme:

2,2
__b . __a . ___ab
MRA = a+b MF>MRB = 4 +b MP>MyF = 3EJ (a+b) MF,

2,2
b a“b
Dry =(a5)? Drs Drp = (355)? D Dyr =357 (a76)) Pr

Pr.2.8
Hustota pravdepodobnosti f{x) ndhodnych vykmitov X bo¢ného kyvania lode je

dana vztahom (Rayleighovo rozdelenie):

ftx) = b%e-“z, x>0
0, x<0
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Urcte stredna hodnotu, rozptyl a pravdepodobnost, s akou budi vykmity
kyvania lode mensie ako ich strednd hodnota.

RieSenie.

Vypocet momentov pre uvedenu hustotu pravdepodobnosti vedie k vypoctu

integralu:

n

L=[ me d, (>0, celé islo),
0

Pri substiticii #2=u dostaneme Eulerov integral, ktorym je definovana gamma-

funkcia:

I(n) =J u!l et du,
0

s vlastnost’ami:
Itn+l) =n I{n) =n!,
) =Jz.

Potom:

V pripade, Ze k je celé ¢islo, dostaneme:

Lo = gy =K, k-1 =2k-1)2k-3)..531.

2k +1
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Strednt hodnotu m 4 mozno vyjadrit’ v tvare:

X

7y = 2J_bj £ et di=2V2 bl =b[%.

m, =M[X] =%T
0

Na zéklade rieSenia prikladu 2.4, rozptyl D, mozno vyjadrit v tvare:

D] =M[XJ?-m?2 =L [ 3 21’2 de-m2 =421~ 2 b2 =b? (2-
0

Hrladana pravdepodobnost’ na zaklade vztahu (1.13) je:

s
b\/j x? /4 2

P(OSXSb\/%):b% J. xe_“’Z dx:-J. eldt=-[e 20 ]0

0 0

z ¥
2 4

=I-e

Pr.2.9
Urcte strednit hodnotu m, a rozptyl D, nadhodnej veli¢iny X s hustotou

pravdepodobnosti

_(X-a)z

1 252
X) =——
=375 ¢

(normélne - Gaussovo rozdelenie).
RieSenie.

Na zéklade riesenia prikladu 2.8 je:




27

oo _i e ,
bjﬁ.[ (bt+a)e2bdt:bjﬂ.|‘ (N2 bu+a) e 2 bdu=
2b u 4

du.

— 3
xQ

s

)

2
ue du+-r+

a V4

8§ =8

8

Ked’Ze v prvom Clene je integrovana funkcia neparna a v druhom parna, potom

na zéklade rieSenia prikladu 2.8 strednd hodnota m, je:

3
=
Il
S
+
N
S =y R
<bl
S
S
I
ey I
2o~
~
N
—
Il
IS

Rozptyl D, je:

_(x-a)2

2
Dx:bl2 (x-a)?e " dx=

8

N
8

o] 2 oo

=1 I b2t2e_7bdt=2%J uze'“2 du.

b~27

-00

8

Kedze integrovana funkcia je parna, potom na zaklade rieSenia prikladu 2.8 je:

g2 a2 e gy =gl T —p2
D, =0 —4\/;.[ u’ e du—4\/; I, =b-.
0
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II. Nahodné procesy

Nahodnou funkciou nazyvame kazda funkciu X(?), ktorej hodnotami st nahodné

veli¢iny. Ak ma argument ¢ aplikacny vyznam casu, hovorime o ndhodnych
procesoch, ak ma vyznam priestorovej suradnice hovorime o ndhodnom poli.
Vlastnosti ndhodného procesu X(#) sa vySetruji na celom subore jeho realizacii
xi(t), k=1,2,...,.N. Ak zvolime niekolko pevnych hodnét parametra 4 j=1,2,...,n,
dostaneme system nahodnych veli¢in X (), s n - tou respektive s n_- rozmernou

distribu¢nou funkciou a hustotou pravdepodobnosti nahodného procesu X(2):

F(xl’tl’x}t}“"xn’t}’l) :P{[X(Z‘])Sx]]ﬂ [X(tySXZ] ﬂ.ﬂ[X(tn)an]},

é’"F(x],tl,xZ,t2,...,xn,tn)
0x;0x,...0x,

f(xl,tl,xZ,tz, ...,xn,tn) =

Kvéli zjednoduseniu analytickych vyrazov sa pre nadhodné procesy zavadza ich
podrobnejsie Clenenie. NajvicSie zjednodusenie sa dosiahne v pripade diste

nahodneho procesu (jednotlivé nahodné veliciny X(z), j=I,2,...n st navzajom

nezavisle), pre ktory plati:

SOty X080 o0, Xpty) =fx18) f(X2,80) . f(x, 1)

Kovarian¢na funkcia nekorelovaného nahodné procesu (biely Sum) je:

K (t.1) =a 8(t™0),

kde konstanta  je intenzita bieleho sumu. Ciste ndhodny proces je aj nekorelovany. Z
nekorelovanosti vyplyva nezavislost’ len pre procesy s normalnym rozdelenim.

Iné zjednodusenia, ktoré buda v d’alSom podrobnejsie spomenuté, sa dosiahnu v

pripade stacionarnych, ergodickych a markovovych nahodnych procesov.
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3. Charakteristiky nahodnych procesov

Podobne ako u ndhodnych veli¢in sa z praktickych dovodov zavadzaja

momenty a / - ty moment ndhodné¢ho procesu X(z) s n - rozmernou hustotou

pravdepodobnosti je:

MIX(t)" X)X, ] =

X; I x212 xnl" SOt x5t X, t,) dx; dx; ... dx,,

I
§ 8
8§ 8

kde I =1; +1, + ... l,. Zvolenim hodnoty n=2 sa obmedzime na minimalny nutny
pocet Grovni argumentu ¢ a pomocou takto vymedzenych charakteristik mozno plne
opisat’ nahodné procesy s normalnym rozdelenim. V pripade vSeobecnejsich rozdeleni
pravdepodobnosti sa takymto obmedzenim dosiahne len aproximacia v ramci

korelaénej tedrie.

Stredna hodnota m,(z) (/m,(¢)) nahodného procesu X(?) je:

my() =MX®] = [x f(x.t)dx. 3.1)
Centrovany nahodny proces X _(?) je:
X0 =X(0) - m(1). (3.2)

Kovarian¢n4 (autokovarian¢nd) funkcia K (#,¢") ndhodného procesu X(?) je:

Kx(t)zO :M[Xc(t) Xc(t9] =

I
§ —8
8 —8

[xp-my(t)][x;-m,(1')] f(x,t,x5,1") dx; dx; . (3.3)
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Rozptyl (disperzia) D, (t) ndhodného prosesu X(z) je:

D) =52() =K (1) =M[X2(0] = [ [x-m (0)]* f(x.t)dx, (3.4)

kde funkcia o,(?) je smerodajnd odchylka ndhodného procesu X(z).

Korela¢na (autokorelacna) funkcia R, (7,¢') ndhodného procesu X(?) je:

R(tt) =MIXW) X(t)] = | |x; x5 f(x).t.x5,8' ) dx; dx, . (3.5)

§ =8
—,3

8

Normovand kovarian¢nd (normovand autokovarianénd) funkcia r,(z,¢')

nahodného procesu X(?) je:

K. (tt")

o (t) o (1) GO

rtt) =

Kovarian¢na (vzajomna kovariancna) funkcia K, (#,¢) nahodnych procesov X(2),

(1) je:

ny(t!t9 :M[Xc(t) Yc(t9] =

[x-my(t)][y-m,(t')] f(x,t,y,t")dxdy. (3.7)

Il
§ =8
—, 3

8

Korela¢na (vzajomna korelacnd) funkcia R, (#,¢) nahodnych procesov X(), Y(1)

je:

Ry(tt) =M[X( Y@)] = | [ xy f(xty.t)dvdy. (3.8)
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Normovana kovarianéna (normovana vzajomna kovarian¢na) funkcia r (1)

nahodnych procesov X(?), Y(2) je:

K (t,t')

T = ) e

(3.9)

Priklady

Pr.3.1
Uréte stredni hodnotu my(?), rozptyl D,(z) a kovarianéni funkciu K (1))

nahodného procesu:

Y1) =a(t) X(1),
kde X(?) je ndhodny proces so strednou hodnotou m(2), kovarian¢nou funkciou K, (z,¢')
a a(t) je nenahodna funkcia.

Riesenie.

Na zaklade vztahov (3.1) a (2.8) je:

my(t) =M[Y(1)] =M[a(t) X(1)] = J-[a(t) x(t)] f(x,t)dx =
=a(t) M{X(1)] =a(t) m(1).

Analogicky na zaklade vztahov (3.3), (3.4) a (2.9) je:

Ky(1,1) =M[Y (1) Y ()] = M{[a(t) X(1) - a(t) m ()] [a(t) X(1) - a(t) m\(1)]}=
=a(y) a(t) M[X () X (t)] =a()) a(t) K(1,1),

D.(1) =K\(1,1),

Dy(t) =K, (1) =a() Dy(0).
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Pr.3.2

Urcte strednt hodnotu m,(7) a kovarianént funkciu K (7,#) nahodného procesu:

Y() = 2 X0,

Jj=1

kde X;(1) st nahodné procesy, pre ktoré pozname stredné hodnoty m,;(z) a kovariancné
funkcie K\ (,1).
RieSenie

Analogicky na zaklade rieSenia prikladu 2.2 a na zaklade vztahu (3.1) je:

my(t) =M[Y()] =M[ D, X0] =D MIX0] =2, my(b).

J=1 J=1 J=1

Analogicky na zaklade rieSenia prikladu 2.2 a na zaklade vztahu (3.3) je:

K,(08) =M[Y,() Y (0)] =M{[ Y, X(0) -my@][ D, X(t) - my(t)]}=

J=1 j=1

=MI[Y, Xy0][ Y, Xy(0)]}= D, Kytt)+ 2, . Kggltt).
j=1 7=l

Jj=1 j=1 j#kk=I

Pr.3.3

Ur¢te stredntt hodnotu m,(z) a kovarianéni funkciu K (7,#) nahodného procesu:

o =] xods,
0
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kde X(7) je ndhodny proces so strednou hodnotou m,(7) a kovariancnou funkciou
K. (7 7).
RieSenie

Naéhodny proces Y(2) vyjadrime v tvare:
n
Y(1) =lim 4,y ), X(z) Ar.
j=I
Potom na zaklade rieSenia prikladu 3.2:

my() =M[Y()] =limy, oy M[ Y X(1) At] =lims, 5 Y, my(5) Ar=
j=1 j=I

t

=[ maz

0

Ky(0.6) =M[Y,(0) Y(t)] =M{[ [X(9) - my(D]dr | [X(9) - my(5]dzi=
0 0

t

t t
(] X(ode| X(mdg =] [ Mpx o deaz) -
0 0 0 0

'

:.t[ ] K.(t7)drdr.
0 0

Pr.3.4

Ur¢te stredntt hodnotu m,(z) a kovarianéni funkciu K (7,¢) nahodného procesu:

dX(t)
g =—g—>

kde X(?) je ndhodny proces so strednou hodnotou m,(?) a kovarian¢nou funkciou

K (1)
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RieSenie.

Néhodny proces Y(?) vyjadrime v tvare:

. X(t+A1)-X(1)
Y) =limy o =27 -

Potom na zaklade rieSenia prikladu 3.3:

. X(t+At)-X(t
my(t) =M[Y()] =lim g M[* 5220 1 =

i my(t+At)-m.(t)  dm(t)
=m0 At = dr

, , dfX(t)m(t)] d[X(t')m(t')]
Ky(t’t) :M[Yc(t) Yc(t)] :M{ dt dr’ }

dX,(t) dX.(t') 82 , 5’ ,
=M[— a1 = a7 IM[X.(W) X ()]} = Zr 57 [K(t.1)].

Pr.3.5
Ur¢te normovanu kovarianéni funkeiu r,(7,¢)) nahodného procesu:

Yt) =X e,
kde X je ndhodna veli¢ina so zndmymi charakteristikami m, a D,.

Riesenie.
Na zaklade rieSenia prikladu 3.1 a na zaklade vztahov (3.1-6) je:

my(z) =M[Y)] =M[X e®] =e® M[X] =m e .

Ky(1.6) =M[Y,(0) Y(t)] =M[(X - my) & (X - m,) ] =) MIX.”] =

=D, ea(t#),

— — -2
Dy1) =K, (1.1) =D, 2.
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0,(0) = [D,(0]* = o .

Dx e—a(t+t’)

! - - =
ry(tlt) - o, e—at o, e—at’ ]

Pr.3.6

Ur¢te kovarianént funkeiu K (7,¢) ndhodnéeho procesu:
Y(t) =A sinwt + B cosat,

kde A4, B su ndhodné veliCiny so znamymi charakteristikami m 4, mg, D4, D a K 4p.
RieSenie.

Na zaklade riesenia prikladov 2.2, 3.1 a na zaklade vzt'ahov (3.1-6) je:

my(t) =M[Y(t)] =M[A sinot +B cosot] =M[A] sinwt +M[B] coswt =

=my Sin@t +mg cos@t.

Ky(l‘,tQ =M[Y () Y (t)] =
=M{[(4-m,) sinowt + (B - mp) coswt] [(A - my) sinwt' + (B - mp) coswt']} =
=M[A 27 sinat sinot' +A, B, (sinwt cosot’ +sinat’ cosot) + B2 cosar cosmt'] =

=D, sinot sinot' +K 45 sinw(t +t') +Dp cosat cosat'.
Pr.3.7
Urcte kovarian¢ni funkciu K\ (7,#) ndhodneho procesu:
Y(t) =A4 sinot + B cosax,
kde 4, B st ndhodné veli€iny so zndmymi charakteristikami m, mp, D4, Dp a K 4,

pricom D, =Dga K,z =0.

Riesenie.
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Na zaklade rieSenia prikladu 3.6 dostaneme:

K (tt) =D, sinat sinot' +D 4 cosot cosot' =D 4 cosa(t - t).

Pr.3.8
Nosnik podla obrazka ¢. 2 je zatazeny nahodnymi (¢o do velkosti) momentami

M

o» M., 80 znamymi charakteristikami ., myp, Dyg, Dygy, @ Kypepge Urte strednt

hodnotu m(z) a rozptyl D z) maximalneho normalového napitia v T'ubovol'nom

priereze nosnika.
Y
Myd?
My
7 z

RieSenie.

Ohybové momenty v l'ubovolnom priereze st:

M,(2) =M,(1 - %),
My(2) =M,(1 - 3).

Maximalne normalové napétie v 'ubovol'nom priereze je:

Mx( )ymax M '(Z) max
O-max(z) = 1 +— J. Z(Cl Mxo +b Myo)(l - %)

¥

Potom na zaklade rieSenia prikladov 3.1 a 3.6 dostaneme:
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Mof2) =M[C@)] =M[(a My, +b M,,)(1 - 2)] =(amyy, +bmyg)(1 - %),

KO(Z’ZQ :M[O_maxc(z) O_maxc(ZQ] =
:M[(a Mxoc +b MyoJ(] - %)(a Mxoc +b MyoJ(] - ZT')] =

:M[(a Mxoc +b Myoc)zj(l - %)(] - ZT,) =

=(a? Dy +2 a b Ky +b2 Dy )(1 - 2)(1 - Z).

Dz) =K z,z) =
:(azDMx +2a bKMxMy +b2DMy)(] - %)(I - % =

:(a2 DMX +2 a bKMxMy +b2 DMy)(I -

~[n
~—
N

Pr.3.9
Nosnik podla obrazka ¢. 3 je zatazeny nahodne rozlozenym spojitym
zatazenim ¢(z) (nahodnym polom), so znamymi charakteristikami m,(z), a K, (z,z)).

Urcte charakteristiky reakcii R 4, Rz v uloZeni.

/ a(2)

o LT T o Bz
\ .
-

Obr. ¢. 3

Riesenie.

Vizbové reakcie R ;, Ry méZeme vypocitat’ zo vztahov:
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l
RA +RB :J‘ q(Z) dZ,
0

[

Ryl=| zq@)dz,
0

upravou, ktorych je:

l

Ry=| q@x1-%)ds,
0

[

Ry =] 4@)3)

0

Potom na zaklade rieSenia prikladu 3.3 je:

/ /
mpg =M[RJ =M[ | q@(1-2)dz] = | m,@)(1-%) .
0 0

l

/
mus =M[Rg] =M[| q()(3) dz] = | my@)(3) d,
0

0

Dpy=M[R,.] =
I

[ [ [ - m@101-2) ) - myf1(1 - 2 e d2 =

0 0

l

!
= | Mu@aa-2)a-2)dzdz =
0

0

K, (zz) (1 - %)(1 - ZT) dz dz'.

Il
S —_—
S ey ~

Dpg =M[Rp.] =
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[ 1
=mt[ [ 4@ -m@16) [a) - m @))% dz ey =
0 0

[

")
|

M{4,(2) 401 (3)(Z) d= d=' =

S ey ~

K,(zz) (%)(27) dz dz'.

S ey ~

Pr.3.10

Urcte kovarianénu funkciu K, (%,¢) a rozptyl D,(t) ndhodného procesu:

20 = dY(t)

kde Y(t) = X sint je nahodny proces, pricom X je nahodna veli¢ina so znamymi

charakteristikami m, a D,.

Riesenie.

Na zaklade riesenia prikladov 3.1 a 3.4 a na zaklade vztahu (3.4) dostaneme:

mo(t) =M[Z(t)] =M 2] =M[*C50 ] =Mpx L2 ] =m, SO0

K.(t,1) =M[Z(0) Z(t)] =M[(X - m))? Lm0 450D - D cost cost'.

D_(t) =K (t,t) =D, cost.

Pr.3.11

Urcte kovarian¢ni funkciu K (7,¢) ndhodneho procesu:

d)((t)

Y(1) =a() X(1) +b()
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kde X(?) je nahodny proces so znamymi charakteristikami m,(z) a K (t,t") a a(t), b(t) su
nenahodné funkcie.
Riesenie.

Na zaklade rieSenia prikladov 3.1, 3.2 a 3.4 dostaneme:

dX(t)

my(t) =M[Y(1)] =M[a(t) X(2) +b(1)

dX(t)

/=

dm (t)

=Mla(t) X(1)] +M[b(1) 1 =a(®) my(t) +b(1)

Kedze je:

Y,() = Y(0) - m(t) =a()[X() - m(0)] +b(y) XL

dX(t)

=a(t) X.(1) +b() ;

potom je:

K (tt) =M[Y (1) Y,(t)] =

=M{fa() X)) +b() e

—a J[a®) X (1) +b(t) —4 ]} =

=a(t) a(t) MIX,(0) X(t)] +a() b(t) M{==LoF )

Z[ X, (r)X ()]

+a(t) b M{ } +b() b(t) M[

o[ X (t) X(1')] =
a

aK(zz) 5K(zz) FK (1)

=a(t) at) K (tt) +a(t) b(t) +a(t) b(t) +b() b(t) “Z5

4. Stacionarne nahodné procesy

Ked Tubovolna distribu¢nd funkcia, respektive hustota pravdepodobnosti

nahodného procesu X(?) je nezavisla od zaciatku Casovej osi:

F(xl,tl,xZ,t2, ...,xn,tn) :F(xl,t1+t,X2,t2+t, ...,xn,tn+t), (413)
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f(xl,tl,xz,tz, ...,xn,t,,) :f(xl,tl +t,x2,t2+t, ...,xn,tn+t), (4lb)

tak ndhodny proces je staciondrny (silne, respektive v_uzSom zmysle). Potom ak

zvolime ¢ =- ¢, plati:

F(xl,t],xZ,tz, ...,xn,tr,) :F(XI,Xz,tz_t], ...,xn,tn_tl), (423)

f(xl,t],)(fz,tz, ...,xn,l‘n) :f(xI,X2,12—t], ...,xn,tn—tj), (42b)

na zaklade ¢oho pre n=2 je:

m (1) =kons.; (4.3)
D(1) =kons.; (4.4)

K (tt) =K (t-1) =K (7); (4.5)
R(1t) =R\(t-1) =R\(7); (4.6)
r(tt) =r(t-1) =r(7); (4.7)
K (1.1) =K (t-1) =K, (7); (4.8)
Ryy(1.8) =Ry (1) =Ryy(9); (4.9)
Fo(tt) =ry(t-1) =1 (7); (4.10)

Ked’ nahodny proces X(?) spiiia len podmienky (4.3-10), tak nahodny proces je

slabo stacionarny, respektive staciondrny v §irSom zmysle. Silne stacionarny proces je

aj slabo stacionarny, naopak to vSeobecne neplati. Vramci korelacnej tedrie, ktord sa

zaobera S§tidiom vlastnosti ndhodnych procesov vyuzitim ich prvych dvoch

momentov, sa hovori o stacionarite v SirSom zmysle, pricom slova v “SirSom zmysle”
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sa vynechdvaji. Ak ma argument ¢ fyzikdlny vyznam Casu, potom argument 7/s/ je
asové oneskorenie. Ak ma argument ¢ fyzikalny vyznam dizky (zvy&ajne sa oznacuje

[), potom argument 7 (zvycajne sa oznacuje A/mJ) je drahové oneskorenie.

Priklady

Pr.4.1
Urcte vlastnosti korelacnej funkcie R, (7) stacionarneho ndhodného procesu X(z).
RieSenie.
Na zaklade vztahov (4.3) az (4.6) a na zaklade rieSenia prikladu 2.4 dostaneme:

Ry(0) = M[X(1) X(1+9)] =M[X(t) X(©)] =D, +m?.

Kedze proces X(z) je nahodny proces, zavislost medzi X(z) a X(t+7) sa

zoslabuje, o mozno vyjadrit’ vztahom:

Rx(oo) :Zimr—)ooRx(ﬁ :Zimr—)ooM[X(t) X(t+7)] =
=M[X(1)] lim _,, M[X(t+7)] :mx2‘

Porovnanim ziskanych vztahov dostaneme vztah pre rozptyl D,:

D, =R(0) - R (0.

Na zéklade vzt'ahu (4.2) mézeme ukazat’, Ze korelacna funkcia R (7) je parna:

R\(7) =M[X(1) X(t+7)] = M[X(t-7) X()] =R (-7).

Ohranicenost’ korelac¢nej funkcie R (7) mo6Zeme ukazat’ Gpravou vztahu:

M{[X() £ X(1+9)]%} 2 0,
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M[X(t)? + 2 X(t) X(t+1) +X(t+7)?] >0,
[2R,(0) £ 2 R(9] 20,
R.(0) 2 /R (7)/.
Pr.4.2
Ukazte, Zze pre normovani korelacni funkciu r,(7) stacionarneho nahodného
procesu X(?) plati nerovnost’:

m(t)/ < 1.

Riesenie.

Analogicky ako v priklade 4.1 je:

Ko(0) =M[X,(1) X(t+7)] =M[X,(1)%] =D,

KX(OO) =lim 700 Kx(z) =lim 7300 M[Xc(t) Xc(t+ﬂ] =0.

M{[Xc(t) % Xc(t+ﬁ]2}:
—MIX.(0? + 2 X0 X.(1+7) + X.(t+92] =2 K(0) 2 K.(7) >0,

D, >/K (1) /,

12/r(0)/

Pr.4.3

Ukazte, ze pre korelaénu funkciu R, (7) stacionarnych nahodnych procesov X(z)

a Y(t) plati nerovnost’:
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R0/ 5% [R(0) +R(0)]

RieSenie.

Obdobne ako v priklade 4.1 je:
M{[X() £ Y(t+9]?} 2 0,

R(0) 2R (1) +R,(0) >0,

/Ry(D)/ < g [R.(0) +R,(0)].

Pr.4.4
Ukazte, ze pre korela¢nt funkciu R.(7) stacionarnych nahodnych procesov X(z)

a Y(?) plati nerovnost’:

/Ry(D/ < \[R (0) R, (0).

RieSenie.

Obdobne ako v priklade 4.1 je:

M{[a X(t) b Y(t+7)]%} 2 0,
(5 )2 R(0) £ 2 (3) Rey(D) +R\(0) 2 0.

Aby mohla byt uvedena nerovnost’ splnena, vyraz () musi mat’ komplexnu

hodnotu, a potom musi byt’ splnena nerovnost’:

[2 Ry(0)] - 4 Ry(0) Ry(0) < 0,
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na zaklade ktorej vyplynie hl'adan4 nerovnost’:

/Ru(9/ < JR.(0)R,(0).

Pr.4.5

Ukazte, Ze pre normovani korela¢nt funkciu r,(7) stacionarnych nahodnych

procesov X(2) a Y(¢) plati nerovnost’:
Iro (9 < 1.

Riesenie.

Obdobne ako v priklade 4.1 je:

X (1), Y(t+7) X (1) X () Yo(t+7) | Y(t+7)
M{[== + J=M[—5— 2= +=p, ] =

Oy x Oy

Ky(7)
=[2220"] =[2 % 2ry(9)] 20,

z ¢oho vyplynie:

fro (D) < 1.

Pr.4.6
Ukazte, ze pre korelaénu funkciu R, (7) stacionarnych nahodnych procesov X(z)

a Y(?) plati rovnost:

ny(Z) = Ryx(' Z)

Riesenie.

Obdobne ako v priklade 4.1 je:
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Ryy(9) =M[X(0) Y(t+9)] =M[X(:-0) Y] =R,\(-9).

Pr.4.7
Uréte hodnotu normovanej korelacnej funkcie r,,(7) pre 7=0 stacionarnych
nahodnych procesov Y(?) a X(t), ktoré st viazané linearnym vzt'ahom:

Y() =a X(t) +b.

Riesenie.

Na zéklade vztahov (3.1) az (3.6) a (4.10) dostaneme:
my, =M[Y(t)] =M[a X(t) +b] =am, +b,

Y1) =Y(t) - m, =a X(t) +b - (am, +b) =a X,(1),

K,(9 =M[Y (1) X (t+7)] =M[a X (1) X (t+7)] =a K (7),
Ky(9 =M[Y (1) Y (t+7)] =M[a? X (1) X (1+7)] =a? K\(7),
D, =K,(0) =a’ K (0) =a’ D,,

ny (0) a Dx a Dx

ryx(O): oy Oy :ﬁm = Ja D,/

=£1.

Pr.4.8

Urcte hodnotu normovanej korelacnej funkcie r, g(7) pre =0 stacionarneho
nahodneho procesu X(?).

Riesenie.

Na zaklade vzt'ahov (3.1) az (3.6), (4.10) a rieSenia prikladu 3.4 je:
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K, 8(9 =M[X,() B (t+D] =5 M[X,(1) X(1)] =4 K (D).

Na zéklade rieSenia prikladu 4.1 je K, (0) =max/K (7)], a preto gf K.(0) =0, na

zaklade coho je:

e g(0) =0.
Pr.4.9
Urcte hodnotu normovanej korelacnej funkcie r,,(7) pre 7 =0 ak plati:
Z(1) =a X(t) +b Y(1),
kde a, b st konStanty a X(?), Y(t) s ndhodné stacionarne procesy
a) linearne zavisleé,
b) nezavislé.
Riesenie.
Na zaklade vztahov (3.1-6) a (4.10) dostaneme:
m, =M[Y(t)] =M[a X(1) +b Y()] =am, +bm,
Zt) =Z(t) -m, =a X(t) +b Y(1) - (am, +bmy) =a X (1) +b Y.(1),

sz(z) :M[Zc(t) Xc(t'/_ﬁ] =M{[Cl Xc(t) +b Yc(t)] Xc(t'/_z)} =a Kx(zj +b ny(lj,

Kz(z) :M[Zc(t) Zc(t+z)] :M{[a Xc(t) +b Yc(t)][a Xc(t+ﬁ +b Yc(t+ﬁ]} =
=a’K(7) +a b [K,(1) +K, (7] +b? K (1),

D, =K.(0) =a’>D, +2 a b K, (0) +b’ D,

() = K. .(0) aD, +bK,.(0)
= %% o’ D} +2abK,(0) D, +b D, D,
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a) Na zaklade riesenia prikladu 4.7 dostaneme:

Y(1) =c X(1) +d,

K (0) =c K,(0) =c D,

K,(79) =D, =a? K,(0) =a? D,

aD, +bcD,

= £1.
Ja? D2 +2abeD, D, +b7 ¢ D, D,

r zx(o) =

b) V pripade nezavislosti X(z) a Y(?) (pozri priklad 2.5) dostaneme:
aD,

7.(0) =/m/<].

Pr.4.10

Urcte kovarian¢ni funkciu K|,(7) a rozptyl D, ak:

Y(t) =X(1) +a(v),
kde X(?) je stacionarny proces a a(t) je nendhodna funkcia.

Riesenie.

Analogicky ako v priklade 2.1 dostaneme:
m(t) =M[Y(1)] =M[X(1) +a(t)] =m, +a(1),
Y (1) =Y(1) - m, =X(1) +a(t) - [m, +a(t)] =X.(1),

K (D) =M[Y (1) X (t+9)] =M[X () X (t+7)] =K (7,
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Ky(ﬁ :M[Yc(t) Yc(t+ﬁ] :M[Xc(t) Xc(t+1)] :Kx(ﬂa
D, =K,(0) =D,

Pr.4.11
Urcte kovarianéni funkciu K, (%, 7) a rozptyl D, (1) ak:

Y(t) =a(1) X(1),
kde X(?) je stacionarny proces a a(t) je nendhodna funkcia.

Riesenie.

Analogicky ako v priklade 2.1 dostaneme:
my(t) =M[Y(0)] =M[a() X(O)] =a(t) m,,

Y (1) =Y() - my, =a(t) X() - [a(t) m] =a(t) X, (0.

Kynlt,0) = M[Y.(0) X(t+0] =M[a(t) X0 X(1+9] =a(®) K,(D,

Ky (6,9 =M[Y,() Y,(t+0] =M[a(t) a(t+7) X)) X(t+7)] =a(t) a(t+7) K,(D.

Dy(1) =K\(1,0) =a(t)? D,.

5. Stacionarne ergodické nahodné procesy

Ked Statistické charakteristiky I'ubovolnej realizacie ndhodného procesu sa

zhoduju so Statistickymi charakteristikami nahodného procesu, tak ndhodny proces je

ergodicky.
Charakteristiky stredna hodnotu m,, rozptyl D,, kovariancné funkcie K (7),

K., (7), korela¢ne funkcie R(7), R,,(7) stacionarnecho ergodického ndhodnéeho procesu

mozno uréit’ pomocou jedinej realizacie nahodného procesu, pricom plati:
b
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T

m, =limy._,,, % [ xwa.
T

e

Dy =limr_,, T

T
j X(1)? dt,
-T

i
2T -

—_—

K.(7) =lim;_,, X.(0) X.(t+7) dt,

~

ny(lj :limTﬂm Xc(t) Yc(t+ﬁ dt,

3~

NN N

Ry(9) =limp.,,, % X() X(1+7) dt,
] T
Ry(9) =limy_p —— jT X(0) Y(t+7) dt.

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Urcte hodnotu kovarian¢nej funkcie K (7) pre rastiice 7 procesov X(1) =4 sina,

ktory je nendhodny proces a Y(?), ktory je stacionarny ergodicky nahodny proces, ak

plati:

(1) =X(t) + Y(1).

RieSenie.
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Na zaklade rieSenia prikladu 4.9, vztahov (5.1-4) a nezavislosti procesov X(?) a

Y(t) dostaneme:

Kz(z) :M[Zc(v Zc(l+Z)] :M{[Xc(t) + Yc(l’][Xc(hsz + Yc(t+ﬁ]} =
K9 +Koy(9) +KonlD) 4 Ko(9) =K(9) +Ky (0,

T
K (9 =limy_,, 2_1T J. A sinot A sino(t+1) dt =
-T
T

=limy 5= | 4 feosfwt - at+D)] - cosfot +aft+0)]} di =
T

T
2 . 2
:AT limy_,,, % J [cosoT - cosw(2t+7)] dt :AT(:osa)T.
-T

Na zaklade rieSenia prikladu 4.1 vyplyva, ze pri raste ¢asového oneskorenia

hodnoty kovarian¢nej funkcie K (7) stacionarneho ndhodného procesu Y(z) klesaju. Z
toho vyplyva, ze od urctej hodnoty 7 v K,(7) prevlada prispevok K (7) = ATZ cosaT

oproti zanikajicemu prispevku K,(7).

Pr.5.2
Urcte hodnotu normovanej korelatnej funkcie r,,(7) pre 7=0 zavislych

stacionarnych ergodickych nahodnych procesov Y(?) a X(?), ked’ plati:
X(t) =cos(wt+@), Y(t) =sin(wt+p), X(1)? +Y(t)? =1 a ¢ je ndhodna veli¢ina.

Riesenie.

Na zaklade vzt'ahu (5.4) dostaneme:

T

K (9 =limp_,., % .[ sin(wt+@) cosf w(t+1)+@] dt =
-T
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T

=limr_ 3= .[ L {sin ot+¢-o(t+9)-¢] +sin[ ot+p+o(t+79)+p]} dt =
-T
T

=limyr_,, % I é [sin(-o1) +sin(2ot + wt+2@)] dt :-g Sinmr.
-T

K0 9
0, Oy o, oy

r yx(a) = =0.

6. Charakteristiky nahodnych procesov vo frekven¢nej oblasti

Frekven¢nt Struktaru procesov (poli) x(¢) ako rozklad funkcie x(#) podla

uhlovej frekvencie (vlnového ¢isla) @ opisuju charakteristiky vo frekvencnej oblasti.

V pripade, ak je splnena podmienka:

o]

[ s di <on

-00

existuje Fourierové transformdcia X(iw) [resp. X(if)] funkcie x(2), pre ktoru je:

X(i) =a [ x e, x =b [ Xio) oot do,
kde je:
/c/
b=
¢ 2

Potom napriklad je:
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Xio) = | x et d resp. XD = | x(® e (6.1.ab)

a inverznd Fourierova transformdcia X(iw) [resp. X(if)] funkcie x(2) je:

x(1) :%Tj X(io) e do, resp.  x()=[ XifePmdf,  (6.2.ab)

-00

Spektralna vykonova hustota S, (@) funkcie x(z) je definovana ako Fourierova

transformdcia korelacnej funkcie R (7) a tak je:

S(@ = [ Ry(v ciords, resp. S = | Ry9erdr,  (63.ab)
17 . T .
R(9 = [ S(weordo,  resp.  R(v=[ Sqperrdf  (64.ab)
T

Spektralna vykonova hustota (vzajomnd) S,,(i®) funkcii x(?) a y(1) je definovana

ako Fourierova transformacia korelaénej funkcie R, (7) a tak je:

Sylie) = | Ry( eiords, resp.  Sy(if) = | Ry(0)e7dr, (6.5.a-b)

T 4 T .
Ry(0) =;[£ Sy(@ e dw,  resp.  Ry(7 =L Syl €277 df, (6.6.a-b)

Koherencna funkcia y,,(@) funkeii x(2) a y(?) je:

/Sy (iw)/?

_—. 6.7
Sy(0) S, (@) ©7

%cy2 ((0) =
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Priklady

Pr.6.1
Ukazte, ze plati vztah:

o]

D=L [ S do-m?

X" 2z
-0

medzi rozptylom D, a spektrdlnou vykonovou hustotou S, (@) stacionarneho
nadhodného procesu x(2).
Riesenie.

Na zaklade vztahu (6.4.a) a rieSenia prikladu 2.4 dostaneme:

D, =M/[x(t)?] - m,?2 =R (0) - m? =%r S(w) e dw-mz? =

§ =8

=L [ S(w)do-m2.

-00

Pr.6.2

Vyjadrite spektralnu vykonovu hustotu S,(@) funkcie x(z) pomocou Fourierovej
transformacie X(iw) funkcie x(z).

Riesenie.

Na zaklade vzt'ahov (6.1.a) a (6.2.a) dostaneme:

T T
Dy +m2 =M(0] =limy o [ x0? dt =limp_, 5 [ 5 x(0) dr =
-T -T

=limr_,,, Z_IT x(t) 2—1” X(iw) e dw dt :2%1 limT_)w% Xiw) X (iow) do =

G
g —8
L]'—o\]
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=L [ limp 4 /X0 do.

-00

Porovnanim ziskaného vzt'ahu so vztahom ukazanym v priklade 6.1 dostaneme:

S(@) =limy_,., 4= /X(iw).

Pr.6.3

Ukazte, ze spektralna vykonova hustota S, (@) funkcie x(z) sa rovna Fourierovej
transformécii korela¢nej funkcie R, (7) vyuzitim vztahu, ktory bol ukazany v priklade
6.2.

Riesenie.

Na zaklade vztahov (6.1.a) a (6.2.a) a rieSenia prikladu 6.2 dostaneme:

T
Ry(D) =limp_00 35 _[ xX(t) x(t+7) dt =
-T
T 0
=limr_,,, 2—1T _[ x(t) %{ J X(iw) i@+ do df =
-T —0
T oo
:i limp_,., % J. X(io) X (i) " do =5 j S () et do.
-T S

Pr.6.4

Vyjadrite spektralnu vykonovu hustotu S, (@) funkeii y(z) a x(t) pomocou
Fourierovych transformacii Y(iw), X(iw) funkcii y(t) a x(2).

Riesenie.

Na zaklade vzt'ahov (6.1.a) a (6.2.a) dostaneme:



49

T

Ry(0) =limy o [ 20 y(t49) di =
T

T oo

=limp i [ S [ Yia) eiet0x(0) do di =

-T -00

1y e
37 M7 57

— X (iw) Y(io) é"dw :%T limr_,., # X(iw) Y(io) ¢t do.

»'ﬂ'—-"]
§ =8

Porovnanim ziskaného vztahu so vztahom (6.6.a) dostaneme:

Sep(@) :limT_)OOZ—]T X(io) Y(io).

Pr.6.5
Urcte spektralnu vykonova hustotu S,(w) stacionarneho nédhodného procesu

(bieleho Sumu), ktorého korela¢na funkcia ma tvar Diracovho impulzu:

R(D =&(1).

Riesenie.

Na zaklade vztahu (6.3.a) je:

S = | o eiordr
Na zaklade vztahu (1.8) je:

Si(w) = Ie'iwr S(r-0)dr=e" =1.

Pr.6.6
Ukazte, ze plati vzt'ah:
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So(i@) =8 . (ia).

RieSenie.

V priklade 6.4 bol ukazany vztah, na zédklade ktorého je:
Syli@) =limr_,, 55 X (iw) Y(ie).

Analogicky sa da ukazat’, ze plati aj vztah:
Syx(ie) :limT_m% Y (i) X(io).

Porovnanim uvedenych vzt'ahov dostaneme hl'adany vztah:

Slie) =S (ia).

Pr.6.7

Ukazte, ze pre koherencnt funkciu funkcii x(z) a y(?) plati nerovnost’

Yol(@) < 1.

RieSenie.

V priklade 4.4 bol ukazany vzt'ah, na zaklade ktorého plati:

;2 o © ) _ )
/ny(o)/z ~ (37) {o _LSxy(za),) Sy (iw;) dw; dow, /Sxy(ia))/z
R (0)R,(0) —

= <]
® © Si(w)S,(w) — *°
(7T [ Se(w) Sy(w;) dooy da, g

pricom sme zohl'adnili vztah ukazany v priklade 6.6 a vztahy (6.4.a) a (6.6.a).
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Pr.6.8
Urcte spektralnu vykonova hustotu S,(@w) stacionarneho ndhodného procesu

Z(t), ak plati:

Z() =a X(t) +b Y1),
kde X(#) a Y(t) su stacionarne nahodné procesy, pricom su zname ich spektralne
vykonove hustoty S.(@), S,,(i®), S,(®) a konstanty a, b.

RieSenie.

V priklade 4.9 bol ukazany vzt'ah, na zaklade ktorého plati:

R.(0) =M[Z(1) Z(t+9)] =@ Ry(D) +a b [R(D) + Ry (D] +° Ry(9).
Vyuzitim vztahov (6.3.a) a (6.5.a) a vztahu z prikladu 6.6 dostaneme vzt'ah:

S(w) =a’ Sy(w) +a b [S, (i) + S (iw)] +? S, ().
Pr.6.9

Urcte korelacnt funkciu R (7) stacionarneho procesu (bieleho Sumu), ktorého
spektralna vykonova hustota je:

S(w) =S,

Riesenie.

Na zaklade vztahu (6.4.a) je:

oo
_ 1 . _ S .
R =L [ §,e0rdo=52 | cordo,
o)

§ =8

Na zaklade vzt'ahu (6.3.a) a (1.8) je:
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Ss(@) = _[ Nr1,) eiotdr =e' %,

Inverznou Fourierovou transformaciou dostaneme vzt'ah:

oo oo oo
&r1,) =5 I Sy(@) eiordw =5 J e% et dm =5 I e (%) e,
-00 -c0 —o0

Pre nas pripad 7, =0 dostaneme vzt'ah:

o0

Ry9 =32 [ o0 do =5, (.

Na zaklade vzt'ahu (1.8) je:

Sx(a)) :SOJ.e-iO)T 5(2__0) dT:SO e-ia)o :So-

2]

Pr.6.10
Urcte spektralnu vykonovi hustotu S, (@) ndhodného procesu X(?) ak:

X(t) =4 sin(w,t + @),

kde ¢ je ndhodna veli¢ina.

Riesenie.
Najskor ur¢ime korela¢nu funkciu R, (7) ndhodného procesu X(2):

T
Ry(D) =limy 3 | A sin(w,i+9) A sinfe,(t+0)+9] di =
T
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T
=limr_ 3= .[ A72{c0s[a)ot +Q - ,(t+7)-@] - cos[w,t+Q + @, (t+1)+@] } dt =
-T
T
:A72 limgp_,,, % J [cos(-w,T) - cos(Cw,t+w,t+2¢)] dt :A72 COSM,T.

-T

Na zaklade vzt'ahu (6.3.a) je:

oo
2 . 2 i _j .
S (w) = J. AT(:osa)oz'e"“”dz'zAT (' + e ??) et dr =
-00

§ 8

o0

=4[ [0t 4 g0t gr 2 2n A [Swra,) + Hwrta,)].

=00

Pr.6.11

Urcte spektralnu vykonovu hustotu S,.(@) stacionarneho ndhodného procesu X(2)

s korela¢nou funkciou:
R(79) =D, ealt/,

kde a > 0.
RieSenie.

Na zaklade vzt'ahu (6.3.a) je:

Sx(a)) = j Dx e-a/r/ e'fwd'rszJ‘ e—(a/r/+iwr) dr =

o0 0
=D, [[ et@riordrys | etaiordey=p, (1 +1)=D,

aHo a-io

2a
o +a’
0 -00

Pr.6.12
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Urcte spektralnu vykonovu hustotu S, (@) stacionarneho ndhodného procesu X(2)

s korelaé¢nou funkciou:
R (1) =D, ealt/ cosM,T,
kde o > 0.

Riesenie.

Na zaklade vztahu (6.3.a) je:

oo oo
. D ; 4 )
S(w) = J D, e'a/f/cosa)ore'm”dr:T" I ealtl(e!®t 4 o1%7) griot dr =
-00 -00

o0 0
:%{j [e(-aﬂ'a)o-ia))r +e(-a—ia)0-ia))2'] dr + J. [e(a+iw,,-iw)r _/_e(a-ia)(,-ia))rj dT} _
0 -00

_D )i I )i

' I =
2 [a—i(a)g—a)) * ati(w,+tw) * ati(w,-o) * a—i(a)0+a))]

_ a a
_Dx (0(2+(wn+a))2 * 052+(a10-a))2 )

Pr.6.13

Urcte spektralnu vykonova hustotu S g(w) derivéacie /@(t) stacionarneho
nahodného procesu X(#) pomocou spektralnej vykonovej hustoty S (@) nédhodného
procesu X(?).

Riesenie.

Najskor na zaklade rieSenia prikladu 4.8 urcime korelacnu funkciu R g(7)

stacionarneho nahodného procesu X(7):

2R (1t ’Ry(7)
Ra(0 =R a(tt) = “25" = =25

Na zaklade vztahu (6.4.a) je:
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(o]

R =5 [ Sg(0 o do,

-00

ale aj:

R(D =4 [ S0 eordo,

-00

Upravou dostaneme:

0

O°Ro(t) 2 .
sz :% Sx(a)) el do,

-00

2]
G’R(t) 2 ,
Re(0)=— 73— =57 J Sy(w) T dw.
-0

Porovnanim vzt'ahov pre vyjadrenie korelacnej funkcie R g(7) dostaneme vzt'ah:

S 8(®) =-0? S.(®).

Pr.6.14

Urcte Fourierovu transforméciu X&(ia)) funkcie 8(2), ak pozname Fourierovu
transformaciu X(iw) funkcie x(z).

Riesenie.

Na zaklade vzt'ahu (6.2.a) je:

Bt) =L | Rlie) e do,

§ —8
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ale aj:

x() =L | Xiio) et do

-00

Upravou dostaneme:

_dx(t) _i : i
B) =L —ie | Xiw) el do,

-00
Porovnanim vztahov pre vyjadrenie funkcie 8(z) dostaneme vztah:

Rlio) =i 0 X(io).

7. Markovove procesy

Nahodny proces, ktorého charakteristiky v 'ubovolnom ¢asovom okamihu st
zavislé iba od charakteristik v urCitom predchadzajuicom okamihu, sa nazyva

Markovov ndhodny proces.

Pre n - rozmernt hustotu f(x,,t,,x,_.t,_;.....X5t5,x;,t;) ndhodného procesu plati:

SOl Xy 1 by X 202X 1Y) =
=fntl Xnp by X202 X 1) [ p by e X2 12X 1 1Y), (7.1)

pre n - rozmern hustotu f(x,,t,,x,,_;,

a1 X215, ,1;) Markovového procesu plati:

f(xn,tn,xn_],tn_],...,xZ,t2,xl,t1) :f(xn,tn| xn_l,tn_])f(xn_],tn_],...,X2,t2,xl,t]), (72)
kde fix,.t,| x,;t, ;) je podmienend hustota pravdepodobnosti, ktora vyjadruje, ze

hodnota procesu x(?) sa bude v Case ¢, rovnat’ x,, ked’ v Case ¢, ; sa rovnala x,,_;. Pre

podmienent hustotu pravdepodobnosti plati:
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St xi i) 2 0, (7.3)
.[ S50 X 1) by =1, (7.4)
V pripade Markovového procesu plati:

ol xpty) = | feud 2.9 fizd xpty) de. (15)

Priklady

Pr.7.1

Ngjdite vztah, pomocou ktorého mozno wurcit podmienent hustotu
pravdepodobnosti f(x,| x,t,) Markovového procesu s nezavislymi premennymi x,, £,
(prva spitna Kolmogorovova rovnica).

RieSenie

Proces X(t) povazujeme za spojity [ak pri malych Casovych intervaloch mozu
len s malou pravdepodobnostou vzniknat' zna¢né (¢o do velkosti) prirastky] a do

vztahu (7.5) dosadime vztah 7 =t, + At, (At > 0). Potom:

St xpty) = I S t| zty + Ab) f(z,t,) + At| xtp) dz.

RozloZenim funkcie f{x,t| z,¢) + At) do Taylorovho radu v okoli z =x, dostaneme:

St xpty) = I [f(xt| xp,ty) +At) +
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g 121 12f
* o (z - xp) +7&x_§ (z - xp)? +g@c—g (z-xp)3 +..] fzty + At| xy 1) dz.

Na zaklade vztahu (7.4) je:

St xpto) - [ftet] xpty + 40 =

= (z - xg) flz 1y + At| xp,t) dz + %— (z - x0)? flz ) + At| xp,tp) dz +

-9
2

§ =8

» %
é'—-s

112 [ oo sty i v .

-00
@‘ d 15 1. 9f
0=-—= a ao'xo +2bde§ +5C@c§ + s
kde
a(xgte) =limy M[Z xoj
2
b(XO’tO) :ll.mAt_)O —M[(ZA_;CO) ],
3
C(Xo,to) :Zimm_)o —M[(z:o) / .
Pr.7.2

Najdite vztah, pomocou ktorého mozno wurcit podmieneni hustotu
pravdepodobnosti f(x,?| x,,t,) Markovového procesu s nezavislymi premennymi x, ¢
(druha priama Kolmogorovova rovnica).

Riesenie

Nech ¢(x) je 'ubovol'na spojita diferencovatel'na (do druhého poriadku) funkcia

X(t), na hraniciach definicného oboru <a,b> rovnd nule (spolu s prvymi dvoma

derivaciami). S ohl'adom na analdgiu s normalnym rozdelenim uvazujeme defini¢ny

obor <oo, oo>. Do vztahu (7.5) dosadime vzt'ah t =¢ + At, T =t, a potom:
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St + At xpty) = _[ St + At z,0) f(z,t| xpty) dz.

Funkciu j W @(x) dx pri zohl'adneni vztahu (7.5) vyjadrime v tvare:

oo

j @’(x,lolix(),to) (p(x) dx =
= [ dimag [ Ut + 4 2.0 ft) xpte) dz - st 2.0 et xpty) de] o) d =
Slimg g | [| fout +40 2.0 ft] xpty) dz - f xpt)] 90) dx =

oo -0

=limy_y [-]; fzt] xptp) ]i fx,t + At z,t) p(x) dx dz - ]:: St xp.tp)] @(x) dx =
Zamenou premennych x, z dostaneme:

T —J(x’gx”’t”) o(x) dx =
=limA,%_z J(xt| xptp) []i flz,t + At x,1) o(z) dz - p(x)] dx.

RozloZzenim funkcie ¢(z) do Taylorovho radu v okoli z=x zanedbajtc ¢leny s

vyS$§imi mocninami dostaneme:

j flzt + At x,t) @(z) dz =
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= [ fet+ a1 x0) [o0) + 9'5) (x-2) + Lo 0)-2)?) .

Zohl'adnenim vztahu (7.3) a vlastnosti derivacii funkcie ¢(x) na hraniciach jej

defini¢ného oboru (integraciou per partes) dostaneme:

[ Letot) gy ax = [ ffietl xpty) [96) atet) +L ") b o] dx =

T F(fb
= [ ALY L 2D o) ax,

g ,ara
a’ -

kde koeficienty a( x,t), b( x,t) maji analogicky tvar ako v priklade 7.1, len zavisia od

x, 1.

Pr.7.3
N4jdite vyjadrenie druhej Kolmogorovovej rovnice pre 2n-rozmerny Markovov
proces tvoreny nahodnymi procesmi ¢(2) = {g;(t)}, S ={q ;). j=1.2,...n, pre ktoré

je:
&) = pla(), ()] +£1),

kde f(1) = {ft)}, j=I,2....n, st centrovan¢ nahodne procesy s vlastnostami bieleho
Sumu (my; =0, Ko (1) =4y 7). j.k=1,2,...n).

Riesenie

K vyjadreniu druhej Kolmogorovovej rovnice pre 2n-rozmerny Markovov

proces v tvare:
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p 2n Afa) 2n 2n &‘Z(fb )
' aj) 1 k) _
a’ 21 & 2 Z] Z] & a0

ktorej vyhovuje 2n-rozmernd podmienend hustota pravdepodobnosti f{x;,x,,....X5,,¢|
X 10X 20X 200 Tg) J& potrebné urCit koeficienty a;(x;,x,,....X5,1) @ b (x,x5,.... X, 1).

Zavedenim vektora x(?) v tvare:

&)
) = L( t)} ’

plati:

B(1) = plx(1)] +£1),
pricom na zaklade rieSenia prikladov 7.1-2 a v pripade malej hodnoty je:

t+At t+At

3= | [061%0Xagt) £1O] dt = @y xrnisn) A+ | fi(t) di,
t t

t+At
. M[z;-x;] ; 1
aj =limy_y0 ———— = QX X0 X0 1) +1im g5 - my(1) dt =
t

= %(XI,X}...,X2”,O,

. M[(zj-x;) (zg-x; )]
by =limy_y ——L——= =

t+At t+At

=limy L [ A2 v 2t | m@di+ o [ ) di+
t t

t+At t+At t+At t+At

|| g dydng =timy L[| Kyt diy diy =
t t t t

t+At t+ At

Slimg gL Ay | [ St dtydiy =4,

t t
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III. Nahodné kmitanie linearnych ststav

Matematicky model opisujici kmitanie linearnej sustavy je dany linearnou

vektorovou obycajnou nehomogénnou diferencialnou rovnicou:

M &1 +B@) +K q(t) = f(1),

kde ¢(?) a f{t) s n - rozmerné vektory zovseobecnenych vychyliek a sil v Case t.
Matice M, B, K su Stvorcové matice stupnia n reprezentujuce fyzikalne parametre
sustavy. Sustavy, ktorych matice M, B, K su nezavislé na Case ¢, st sustavy s

kons$tantnymi koeficientami. V d’alSom, ak nebude vyslovne povedané inak, sa

budeme zaoberat’ sustavami s konStantnymi koeficientami.

Pre vektor zovSeobecnenych vychyliek plati:

q(1) = q,(1) +q,(1),

kde vektor ¢,(2) je vSeobecnym rieSenim homogénnej rovnice opisujiicim volné

kmitanie sustavy, pri nenulovych zaliatonych podmienkach. Vektor ¢,(2) je

partikuldrnym rieSenim nehomogénnej rovnice opisujicim vynutené kmitanie

sustavy, pri l'ubovolnych zaciato¢nych podmienkach.
V pripade, ak na vstupe do linedrnej ststavy je f{#) nahodny proces s
normalnym rozdelenim, tak aj na vystupe zo sustavy bude ¢(¢) nahodny proces s

normalnym rozdelenim.

8. VoI’'né kmitanie sustav pri nahodnych zaciato¢nych podmienkach
V pripade zjednodusSujucich predpokladov [matice M, B, K su symetrické,

sustava ma jednoduchu Stuktiru, je nepretlmend, matica B je proporcionalna (B = «

M + S K)] vektor opisujici vol'né kmitanie ststavy je:

0,(0) = {0} =V (5 a +eS'b), (8.1.2)
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n
Q) = D v (ay €' +by &), (8.1.b)
k=1

kde matice V' ={vy(t)} a S =diag(s;), jk=1,2,...,n, reprezentuji modalne a spektralne

vlastnosti stistavy, ktoré mozno vypocitat’ rieSenim problému vlastnych cisiel:
(Ms?+K)v =0, (8.2)

pricom plati:

VIMV =1, (8.3)
VI BV =2 A=diag(25)), (8.4)
VIKV =Q2=diag(w,?), (8.5)
5;=-8 + oy - 5 . (8.6)

Prvky a,, b/-, j=1,2,...,n, vektorov a, b su konStanty, ktoré st urCené

zadiatoénymi podmienkami ¢,(0) =q,,, @(0) = @,

Priklady

Pr.8.1

S presnostou /% n4jdite maximalnu hodnotu maximalneho napétia max(o,,,,) v
nosniku zanedbatel'nej hmotnosti s materidlovymi a geometrickymi charakteristikami
E, b, J, W, | (modul pruznosti, sucinitel' viskdzneho tlmenia, prierezovy moment
zotrvaénosti, modul prierezu, dizka nosnika) podl'a obrazka &. 4 pri nidhodnych

zaciato¢nych podmienkach s norméalnym rozdelenim, danych strednymi hodnotami
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My, M g, , rozptylmi Dy, D 3, a kovarianciou K, g, zaCiato¢nej vychylky y(1=0) =yo
a rychlosti B(z=0) = Bo koncového bodu nosnika, v ktorom je umiestnené bremeno s

hmotnostou m zanedbatel'nych rozmerov.

Ev JX: WX: ‘

R

Obr. ¢. 4

RieSenie

Pohybova rovnica voI'ného kmitania bremena je:
m &) +b B(1) +ky(t) =0,

kde k =3 E J./ 3. Jej rieSenim dostaneme rovnicu vychylky y(#) koncového bodu

nosnika:

— - J o 1 : _
() =€ [yo (cos wyt + oy Sin wyt) + oy Bo sin o] =

=0t [yofl(t) +0+d }gOfQ(t)]a

kde 26 =b/m, 0f = w? - & w=k/m. Jej vyuzitim dostaneme ako pri rieSeni
prikladov 3.1-2 rovnice pre strednu hodnotu, kovarianént funkciu a rozptyl vychylky

koncového bodu nosnika y(%):
my(t) =M[y(1)] =e % [my, fi(t) + a%d m g [>(1)],

K(1t) =M[y(@®) y(t)] =
=e o) Dy, f1(1) f1(t) + wﬁ Ko g0 [F1(0) () +11(2) [o(0] + j‘/ D g f2(1) f>(1)},
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Dy(t) =M[y()] =% [Dy, fy(1)? + 3= Ky g, 1) (1) + a%dz D g f>(1)°].

Maximalne napitie o,,,.(¢) v mieste votknutia nosnika je:

Tnax(t) = a y(1).

kde a =3 E J, / (W, I2). Na zaklade rieSenia prikladu 1.12 dostaneme maximalnu

hodnotu napétia v mieste votknutia v 'ubovolnom ¢asovom okamihu:

Max| Gy ()] =amy(t) +3 a o(1).

Urcenim hodnoty casu ¢, pre ktory méa funkcia max/o,,, ()] maximalnu

O_max
hodnotu, dostaneme hodnotu napitia v nosniku max/o,,,.(t,)], ktord pri danych

zaciato¢nych podmienkach nebude prekrocend s pravdepodobnostou viac ako 0,99.

Pr.8.2

Najdite tuhostné a tlmiace parametre k, =k 2, b, = b [? sustavy s telesom s
momentom zotrvacnosti /, k bodu 4 podla obrazka ¢. 5, tak aby sa teleso pod
vplyvom nahodnych zaciatoCnych podmienok s normalnym rozdelenim, danych
strednymi hodnotami m ,, =0, m g, a rozptylmi D ,, =0, D g, , zaCiato¢nych uhlovych
vychyliek ¢t =0) = o a rychlosti @(t =0) = @o, natocila o uhol mensi ako ¢, a aby

sa uhlové vychylky ¢(?) sistavy za Cas ¢, zmensili d-krat.



/\\\(p(t)
AR
A
k
2 I
b

Riesenie

Pohybova rovnica vol'ného kmitania uvedenej ststavy je:

Ly &) +b,y A1) +ky 1) =0.

Na zéaklade rieSenia prikladu 8.1 dostaneme vyjadrenie strednej hodnoty a

rozptylu uhlovej vychylky telesa ¢(z) v tvare:
m 1) =M[o(1)] :O)Ld edmg, sin wyt,

K (tt) =M[ () o(t)] =L e-dtrt) D g, sin agt sin o',

WDy

D (1) = 0, 2(1) =M[y(1)*] = jﬁ e2% D g, sin wt.

kdeZé‘:bA/IA, a)dz :CUOZ- y, a)02 :kA/IA'
Analogicky ako pri rieSeni prikladu 8.1 maximalnu hodnotu uhlovej vychylky

@ax(t) Vv Tubovolnom ¢asovom okamihu mozno néjst’ v tvare:
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Pnax(?) =a+d [mg +3 o8] e sin o.

V case t,, = 7/(2 w,) dosiahne uhlové vychylka telesa maximalne hodnoty, a tak

na zaklade prikladu 1.12 je:

(pd>(pmax(tm) Ew_ld[mg&) +3 O'(ﬁg], (6'&;—”1),
ky >{(/,—Jd [mg, +30g] Lii (0f = 2.

Pre ¢as ¢, plati:

tk :tkT ‘/‘Atk :(2;;[0])” ‘/‘Atk, n :1,2,...,,
d

na zaklade ¢oho je:

q)dd>w—1d [m¢gg +3 0'9&] e O sin a)dlk:wid [m@ +3 O'q&,] e'&k,

wgd>e %, (g, = [mg +3 0g]).

Upravou uvedenych vztahov mozno ziskat’ hodnotu & a nasledne hodnotu b 4

Pr.8.3

Uréte stredn¢ hodnoty mg; a rozptyly D, vychyliek g, j=I,2 sistavy s

parametrami mj, b;, k;, (b; = f k;) podl'a obrazka ¢. 6, ak sustava kmita pod vplyvom

nahodnych zatiato¢nych podmienok danych strednymi hodnotami a rozptylmi m,,

D,;, zatiatoénych vychyliek a rychlosti ¢;(t=0) =0, (j=1,2), $;(t=0) = $,,, $o(t=0) =
0.



57

My ¢ q2<t>
K, b,
m ﬁ %(t)
K o4
/.
Obr. ¢. 6

RieSenie

Pohybova rovnica voI'ného kmitania uvedene;j ststavy je:
M &) +B §(1) +K q(1) =0,
kde
o AT L

Vynasobenim rovnice zI'ava maticou V7 a vyjadrenim vektora ¢(z) v tvare q(z) =V v(t)
dostaneme (maticu V = vt =i/ najdeme rieSenim problému vlastnych cisiel v
tvare /K - @, M] v(t) =0) rovnicu:
2 —0 =
&j(t) +26 \8j(z‘) + @y vi(t) =0, j=I,2,
kde pre maticu V platia podmienky (8.2-6). Jej rieSenim dostaneme:

-0t . .
vi(t) =e /" (4; cos wyt +B;sin wyt), j=1,2,

kde w;? = @,7? - 67 Vyjadrenim vychyliek ¢;() a pri zohladneni zaciato¢nych

podmienok analogicky ako pri rieseni prikladu 8.1 dostaneme:
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my, () =mg, [ f;,(0) + & fo0], j=1.2,
D, (1) = Dg, [ [ () + & [0 j=1.2,

kdeﬁ’k(t) = j,kBkSin a)dkt,j,k:],2,
{VII @qp V12 a’dz} {BI:| B {4870}
Vo1 @qp Vo @2 | | B 0|

9. Nestacionarne vynutené kmitanie sustavy

V pripade rovnakych zjednodusujucich predpokladov ako v kapitole ¢. 8 vektor

opisujuci vynutené kmitanie ststavy je:

t

a,(0) =tay ) = | V(5 4S50 vifry ar, (9.1.a)
0
t n n -
4y = [ v (%0 4 T )y f() dr =
0 k=1 I=I

=X | meopmdr=Y, | mofwde=Y, [ hofcods  ©.1b)
0 k=1 k=1 ¢

-00

kde funkcia A(z) je vdhova funkcia (impulznd odozva), ktord ma fyzikalny vyznam

odozvy ¢(?) sustavy na Diracov impulz f(2) = o(t):

a0 =h() = [ h(v -9 dr.
0
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V pripade uvazovanej fyzikdlne realizovatel'nej sustavy, kedy nasledok nemoze

predbiehat’ pricinu je:
h(t-7) =0,pre >t a h(7) =0, pre 7 <0. (9.2)
Linearna ststava je stabilna ak:

e o]

[ oy dr <o 9.3)

-00

V dalSom, ak nebude explicitne vyjadrené ina¢, budi uvaZované linedrne

sustavy fyzikalne realizovatel'né stabilné s konStantnymi koeficientami.

Priklady

Pr.9.1

Hnaci moment AM(#) pohonu podla obrizka ¢. 7 nadhodne koliSe, pri¢om
pozname strednti hodnotu m(t) a kovarian¢nu funkciu K1t kolisania hnacieho
momentu AM,(t) = f(t). Urcte rozptyl Aw(t) = q(t) kolisania uhlovej rychlosti
pohananého zariadenia, ked’ je dané:

- moment zotrvacnosti / pohdnaného zariadenia,

- moment od pasivnych odporov AM (1) =f,(t), tmerny uhlovej rychlosti w(?)
(k,, je konStanta imernosti),

- strednd hodnota m,, a rozptyl D, ndhodnej zaciatocnej podmienky kolisania
uhlovej rychlosti g(0) = g,, pricom kolisanie hnaciecho momentu f{#) a zaciatoné

kolisanie uhlovej rychlosti g, su nezavislé.
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Obr.c. 7

Riesenie.

Pohybova rovnica kolisania uhlovej rychlosti Aw(?) =q(t) je:

194952 =) - ki, a(0).

A~ L i) - k, q(0)] =4 19 - k q(1).

Riesenim tejto rovnice dostaneme:

t

40) =g, % + [ k9 L frg) dx.
0

Analogicky ako pri rieSeni prikladov 3.1-3 a na zéklade vztahu (9.1) je:

t

my() =M[q()] =M[q, ¥ ++ | ekt i dej =
0

t

t
=M[q, %] + L M[[ H0 f(9) d] =my,eH + 1 [ k0 mr) dr.
0 0

Pre centrovany proces ¢g(?) kolisania uhlovej rychlosti plati:
t
4o0) =) -my() =g, K + 1 [ eH0 £ (7 d
0

Potom na zaklade nezavislosti f{2) a g, dostaneme pre kovarianénu funkciu K, (1))

kolisania uhlovej rychlosti vztah:
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Kq(t’tQ :M[QC(t) QC(ZO_] =
t t
“M{[gpe e+ L [ eH9 [0 diifg,e e + L [ ek ) degy =
0 0

t

=D, ekt +(L)? I J ki + 17 K (17) drdT,
0 0

Pr.9.2

Najdite rozptyl D, (1) funkcie g(¢) ako v predchadzajuocom pripade, ak pri
nulovych zaciato¢nych podmienkach na bremeno pdsobi:

a) nahodna sila f{z) typu bieleho Sumu so strednou hodnotou my?) = a a
kovarian¢nou funkciou K(1,t) =4 &(t"1),

b) stacionarny centrovany normalny nahodny proces (m, = 0) s korelatnou
funkciou R(7) =4 e¥7,

RieSenie

Analogicky ako v predchadzajicom pripade a na zaklade rieSenia prikladu 6.9 a
vztahu (9.1) vyjadrime strednt hodnotu m,(z), kovarianéna funkeiu K (z,¢) a rozptyl
D (1) funkcie g(?) v tvare:

a)

t

my(t) = J ek(t-9 % adr=-(1-e*) :I?_u (1-ek?).
0

t t'
Kty =(1p2 | | ettreeo 4 8r-0 dr dr=
0 0
t t' t
:1% I ekt-9 I ek -7) §(r-1) dr' dr =4 J ek(t-9 ek'-9) dr =
0 0

JE
0

= 21@ p [ekt-1) - gkt +1)] = X lAku [et-1) - ekt +1)] .

_ ) —__ A -2k
D) =K, (ti=t) =575 [1- e2k1],
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b)
t

my)) = | &9 Lodr=0.
0

t
K 1) = (1) .[ j ek(t+1'-1-7) 4 e d/t-T/ 7' d7 =
0 0

t t
=4 J' okt J' ek'-7) gale-7/ g dr,
0 0

kde v pripade ¢’ > ¢ plati:

t'

t T
Kq(t’tQp :IAZ .[ ekt-79 [J- ek(t'-7) o-a(t-7) 1 + .[ ekt -7) (70 d7'] dr =
0 0 0

:1% i3k (e - ) [k 0 - ekr0] 4 szaz [ekt+0) _ ekt~ at 4 ok(t-1) _ gkt - at'])

Zohl'adnenim aj pripadu ¢ <¢'kovarian¢na funkcia K (1,¢) a rozptyl D,(1) je:

n—_4
K1) =4

i 1 1 _ ’_ _ ’ ] _ ’ _ ’ _ A _ ’
{ﬁ (m _ ﬁ) [kt -1 - ekt +1)] 4 P [e k' +) - o(kt' + o) 4 kit t/_e(kt+at)]},

D, (1) =K, (tt=t) = Fa[l-e2kt] +k[1 +e2kt-2 ek+a)i].

4
Ik (k*-d?)

Pr.9.3

Najdite rozptyl D (¢) vychyliek x(¢) kmitania bremena zanedbateInych rozmerov
s hmotnostou m, pripojeného k votknutému nosniku podla obrazka ¢&. 8a so
zanedbateI'nou hmotnostou a s materidlovymi charakteristikami b, & (analogicky ako
v priklade 8.1), ak na bremeno posobi nahodna sila f(z) =a v? =a (u t)?, kde u je

nahodna veli¢ina s Rayleighovym rozdelenim.
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RieSenie

Pohybova rovnica vyniteného kmitania bremena je:
m &) +b B() +kx(t) =f{1).

Na zéklade vzt'ahu (9.1) vychylka x(?) je:
t t
x() = [ -9 fo dr =5t [ 9 sin o, (9 dv.
0 0

kde 26 =b /m, 0f = 0, - & o,°=k / m. Na zaklade rieSenia prikladov 3.1-2
dostaneme rovnice pre stredni hodnotu, kovarian¢ni funkciu a rozptyl vychylky

bremena x(?) v tvare:

t

m) = | ht-o myo dz

0
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t t
Kty =[ [ h-ohit-2) Kne) deaz,
0 0

D) =[ [ h-0ht-v) K(z7) drdr.
0 0

Na zéklade rieSenia prikladu 2.8 dostaneme vztahy:
mt) =a ¥ M[u’] =2 at’ o2,

Kqit) =M[f.(1) f(t)] =4 a® £ 17 5,7,
t

myt) =2 a o,? I h(t-7) 7 dr,
0

t t'
Kiut)=4a? o | hit-9 2dr | hi-v) 2 de,
0 0

t
D) =4 a’ o,* [J. hit-7) 2 d7]? =
0

‘
=4a’o,? m—i)d)z [I e 97 sin w (t-1) 7 d1]? =
0

‘
=4a’o,? (m]wd)2 [I et sin wy(t-1) 7 di]? =
0

=Qac? 4%)2 {4 (0f +&) 0, 5t-(F +2 0f 2 +0f) 0,2 +2 (0f -3 &) o] -

m

2 e (& sinayt-3 of Ssinog +3 w; F cosogt - o coso) (F + wf)3.

Pr.9.4
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Najdite rozptyl D (¢) vychyliek x(#) kmitania bremena sustavy ako v
predchadzajiicom pripade:

a) ak na bremeno pdsobi ndhodna sila f(?) =a H(t), kde a je nahodna veli¢ina
so strednou hodnotou m,, a s rozptylom D,,, H(t) je Heavisideova funkcia,

b) ak na bremeno pdsobi nahodna sila f{#) typu bieleho Sumu so strednou
hodnotou m (1) =a a kovarian¢nou funkciou K(1,¢) =4 d(t"-1),

c) ak sustava je budend kinematickym budenim podla obrazka ¢. 8b, priCom
pohyb zakladu je nahodny proces so strednou hodnotou m4?) = 0 a kovarian¢nou
funkciou K(,t) =4 e 7.

Riesenie

Analogicky ako v predchadzajicom pripade strednii hodnotu, kovarian¢nu

funkciu a rozptyl vychylky bremena x(?) vyjadrime v tvare:

a)

t
my(t) =m, ﬁ J e 99 sin wy(t-1) dr =
0

_ ny -0t -0t of
= w,(1 - e cos wit) - e sin wit],
ma)d(a)j+52)[ d( d) d]

t

K.(t) =D, (ﬁ)2 j J e sin @ (t-1) e~ sin w (t'-7) drdtr =
0 0

t v
=D, (m—lwd)z j e sin wy(t-1) dt j e 91~7) sin wy(t'-7) d7,
0 0

D .
D (1) =———%—5 [w,] - e cos a) - e sin o]
(1) =— -y [og( ) it/

b) Analogicky ako v priklade 9.2 dostaneme:

t
my(t) =a ﬁ I e sin wy(t-1) dt =
0
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:m [w4(1 - €9 cos wt) - e sin a ],
d

t t
Kt) =4 (L2 [ o0 sin wyft-0) 800 sin w,t-1) 57~ d7 dr =
0 0

t t
=d (L) [ edvsin w0 [[ 30 sin o t-2) (-9 dv] dr=
0 0

t
=4 (ﬁ)z j e sin wy(t-1) e ¥~ sin wy(t-7) dt.
0

D) =K f114) =y [0+

2 2 2 2
m° wy 5(a)d + 0

+e2 01 (& cos2myt - wy Ssin2ayt - of - &)J.

c¢) Pohybova rovnica vynuteného kmitania bremena podl'a obrazka €. 8b je:

Obr. ¢ 8b
m &@) +b BW) +kxt) =b B +kf1).

Na zéklade rieSenia prikladov 9.3 a 3.1-4 dostaneme vyjadrenie strednej

hodnoty m,(t) a kovarian¢nej funkcie K, (z,¢") vychyliek x(z) v tvare:

m() =k [ b0 m) dr+b [ b5 m a0 dz
0 0
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t t
Kty =02 [ | hie-o hte) Keg dv' dr+
0 0

t t
+kb [ [ b9 h-v) LK (20 dv dr+
0 0

t t
wkb [ [ hgh-r) SR (g drdre
0 0

'

t t
w2 [ [ o hime) 2ok (g dv d
0 0

kde 26 =b/m, of =02 - & o=k/mm gO=d/dt [m(0)], h(t-1 =L &9
Sln a)d(t‘Z), %Kf(z"-z) :%(A e-a’/TI-T/) :A %(e-a/g/) %f;/ g—‘;: :A ae-a/T,-T/Sign(z"_

7, %Kf(r'-r) =-A ae?™ 7/ sign(7-1), %K/T'—ﬁ =4 ae?™ [25(1-7) - of.

Potom:

my(t) =0,

t t

Ktt) =4[ [ b0 ht-2) ese/ k2 + 207 a &(r-9) - b? @] dv' dr =
0 0

t t' t
=A[R- )| [ h-g b)) ew = dr dr+ 202 @[ b b9 di]
0 0 0

t

t t
D)) =A[R -0 )| | h-0) hit-z) e@te/dedr+2b2 2| (-1 o]
0 0 0

Pr.9.5
Najdite rozptyl D(2), D (1) vychyliek y(?), ¢() kmitania bremena s hmotnost'ou
m a momentom zotrvacnosti /7 k taZisku bremena pripojeného k votknutému nosniku

(podla obrazka ¢. 9) so zanedbatenou hmotnostou a znamymi materidlovymi a
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geometrickymi charakteristikami £, o, f, J, [ (modul pruznosti, koeficienty tlmenia,
prierezovy moment zotrvaénosti, dizka nosnika), ak na nosnik pdsobi ndhodna sila f{z)

a od nej nezavisly nahodny moment M(z).

0.’, IB -
Obr. ¢. 9

RieSenie

Pohybova rovnica vyniteného kmitania bremena je:
M &) +B §(1) +K q(1) =f(1),

kde (8;; =B/3 E J), 6;, = 6,; =12/(2 E J), 6,, =l/(E J) s Maxwelove vplyvové

koeficienty). Potom je:

_ [m oy Iy op

. B-—aM+BKK~-I,
méy I 522}

y(f)}, f(t):{f(f)513+M(f)514]

a0 = Lom F(t) 833+ M(t) 5y,

Na zaklade vztahu (3.1) a (9.1) je:

=2

0=, | hut-9 40 dz,
0

k=1

S

kde q,(t) =y(1), a:() = (1), f1(1) =f(1), fo(t) = M(t). Analogicky ako v priklade 8.3
vynasobenim ivodnej rovnice zl'ava maticou V7 a vyjadrenim vektora g(z) v tvare ¢(z)

=V (), dostaneme rovnicu (V' ={v; ;}):
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(1) +2 8 8,(1) + 0,2 vi(1) = ), Virflt)s j=12,
k=1

kde pre maticu V platia podmienky (8.2-6). Jej rieSenim dostaneme:

t n=2
v =] g-v [§ v SuD] dr =
A -

t
0
n=2 n=2 I n=2
4t = Z VitV = .[ [ )il a){,,l e sin ogy(t-1) vy4] ful D d,
I=1 k=1 9 I=I

Analogicky ako v rieSeni prikladu 9.3 strednt hodnotu, kovariancna funkciu a rozptyl
vychylky y(z) a uhlovej vychylky ¢(t) bremena vyjadrime v nasledujucom tvare,

pricom zohl'adnime nezavislost’ f{z) a M(?):

n=2 t
my, =2, | b9 mg (0 dr,

k=1 ¢

2

t
Kgjq (1) = J-
0

3
U
N
3
Il

hj(t-7) hy,(1-7) kafm (t,7) drdr =

k 1

I
~
3
I

S

=2 t t
.[ j hi(t-7) hy(t-7) K4 1 (z.7) drd7,
0 0

3

k=1

n=2

t t
Dy, () =Ky, (L) = Z [ [ w0 my-o) &k (n0) drav.
0 0
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Pr.9.6
Urcte rozptyl Dxi (1) vychyliek x;(t), j=1,2,...,2n sustavy opisanej v priklade 7.3

vyuzitim Markovovych procesov, ak uvazovana sustava je linearna.
Riesenie.

Na zaklade riesenia prikladu 7.3 je:
Bi(t) = QXX X0 8) +¢; E(Y), j=1.2,....2n,
kde

2n

GiX X e X t) = Z o+ oy xi (), j=12,..2n,
k=1

Na zéklade rieSenia prikladu 7.3, druha Kolmogorovova rovnica pre 2n-

rozmerny Markovov proces ma tvar:

1 Z 0“(fa) Lzz i Zifbw) _
i ' 2:1 o m

2n
pri€om koeficienty a; = «; + Z oy xi(t) st linearne funkcie x;() a by =¢; ¢

Pri zaciato¢nych podmienkach ¢ = 7 a podmienke pre kazdé 7 pre hustotu

pravdepodobnosti /' dostaneme:

2n
r=1I1 dt;-.
j=I

ak /x;/—20, potom .[ _[ fdx;...dx,, =1.

-o0 -0
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Od hustoty pravdepodobnosti f ndhodnych veli¢in x, x,,..., x5, mozno prejst’ ku

charakteristickej funkcii:

2n

1 Zp X

e k! fdx; ... dx,,.

§ =8

oo
E(Z]’ZZ""’ZZn) = J.
~c0

2n

i E Zy Xp

Vynasobenim Kolmogorovovej rovnice vyrazom e *=/ a po integrovani

dostaneme systém linearnych rovnic v tvare:

2n

B (-, apm, (1) =a,
k=1

2n
&‘J‘xl - Z %k kaxl (1) :bjz-
k=1

Pr.9.7

Urcte rozptyl D, (1) vychyliek g(1) sistavy opisanej v priklade 9.1, ak budenie
ma charakter bieleho Sumu vyuzitim Markovovych procesov.

RieSenie.

Na zaklade riesenia prikladu 9.1, kolisanie uhlovej rychlosti opisuje vztah:
St) =-k q(t) + &(1).

Na zaklade rieSenia prikladu 7.3 a 6.9 dostaneme druhti Kolmogorovovu rovnicu v

tvare:

Na zaklade riesenia prikladu 9.6 je:
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&y (1) -k my (1) =0,
By 1) - k Dy (1) =4,
z ktorych vyplyva:
mq(t) :q() e-kta
D) = 5% [1-e2k1].

kde je ¢(0) =,

Pr.9.8
Urcte rozptyl D, (1) vychyliek g(¢) dynamickej sistavy:

&) +2 6 B(t) + o,7 q(t) = (1),

vyuzitim Markovovych procesov, ak &) je centrovany nahodny proces typu biely
Sum.

RieSenie.

Na zéklade rieSenia prikladu 7.3 a 6.9 dostaneme druht Kolmogorovovu

rovnicu v tvare (@(2) =x,(2), q(t) =x,(1)):

F | A26x-0.x)f | Ax)f | F(AS) _
E + df] + dCZ - 7 d(z _0

1

Na zaklade prikladu 9.6 dostaneme vzt'ahy:

o (1) - A my(t) =0,
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B (1) - A Dy(t) =b,
kde

el o[ )
z ktorych vyplyva:

my(t) =qged! [coswgt + w—i sinagt],

2 2
D) :4:—19 {[1 -5 e2ht] 4 1o o-2ht [ cos?wyt + wy sin 2wyt]} =
@y @

. ) [0f +e2 0t (P cos2mt - wy Ssin2ayt - wf - &)],

4w§ 5(0)5 + 8

kde 07 = 0, - 8. q(0) =5, §(0) =0.

10. Stacionarne vynutené kmitanie sustavy s jednym vstupom

Vynutené kmitanie ¢(z) linearnej ststavy s konStantnymi koeficientami s

jednym vstupom f{?), na zaklade rovnice (9.1) je:

a) = | h-of(5dr

Ak je linearna ststava stabilna s konstantnymi koeficientami a so stacionarnym
vstupom f{2), tak pri dostatocne vel’kom ¢# mozno vystup zo sustavy ¢(t) povazovat’ za
stacionarny - ustaleny.

Fourierova transformacia vdhovej (impulznej) funkcie A(?) linedrnej sustavy

stabilnej s konStantnymi koeficientami je:
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Hiiw) = | h) eior di,

-00

a nazyva sa prenos sustavy.
Vztah medzi Fourierovymi transforméciami Q(iw), F(iw) j-tého vystupu g(?) a

k-t€ho vstupu f{?) sustavy je:
Offi) =Hy(io) Fyfio),

Prenos sustavy Hj(iw) medzi j-tym vystupom a k-tym vstupom je j,k-ty prvok

matice prenosov sustavy H(iw) ={Hj(i®)}, pre ktort plati:

H(io) =(K- &® M +iwB)-.

V pripade rovnakych zjednodusujucich podmienok ako v kapitole ¢. 8 matica

prenosov je:

H(io) =V (22 -2 1 +iw 2471 V7.

Priklady

Pr.10.1
Ukazte, ze plati vztah:

Y(iw) = Hio) X(in),
kde Y(iw), X(iw) st Fourierove transformacie vystupu y(?) a vstupu x(?) sustavy s

prenosom H(iw).

Riesenie.
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Odozvu y(t) stistavy na vstup x(¢) vyjadruje vzt'ah (9.1). Potom analogicky ako

pri rieSeni prikladu 6.2 a na zéklade vlastnosti (9.2) vahovej funkcie 4(z) dostaneme:

t(0) oo 0 o
yy =4 | | X eorh-gdodr=-~ [ | Xia et hw du do =

=L | Xiw H(iw ¢ do

Kedze na zaklade vztahu (6.2.a) je:

o0

v =4 | Yo eordo,

potom porovnanim vztahov pre vyjadrenie odozvy y(?) dostaneme urCovany vzt'ah.
Pr.10.2

Ukazte, ze plati vztah:

m,, =H(0) m,,
kde my, m, su stredné hodnoty stacionarneho nahodného vystupu y(z) a vstupu x(2)
sustavy a H(iw) ,—, je jej prenos.

Riesenie.

Strednu hodnotu stacionarneho nahodného vystupu ststavy vyjadruje vztah:
my =M[y)] =M[| (-9 h(5) de] = | M[x(-9] h(D) dz=m, | h(D dz
0 0 0

Na zaklade rieSenia prikladu 10.1 vyplyva, Ze prenos sustavy je Fourierovou

transformaciou impulznej funkcie:
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H(iw) = [ h(9) eiords

Potom na zaklade vlastnosti impulznej funkcie (9.2) a pre @ = 0 vyplyva urCovany

vztah.

Pr.10.3
Ukazte, ze plati:

Syx(w) :Sx(a)) ]7(1'60),

kde S(@), S\(w) su spektralne vykonové hustoty stacionarneho nahodného vystupu
y(t) a vstupu x(?) sistavy a H(iw) je jej prenos.

Riesenie.

Korelacnu funkciu R, (7) stacionarneho nahodné¢ho vystupu y(2) a vstupu x(z)
sustavy mozno analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.1 na zéklade vztahu (4.6)

vyjadrit’ vztahom:

Ry(0) =M[y() x(+0] =M[ | x(9) h(i-D) x(t+9) d] =

=M/ | x(z) x40 W) doy] = | Ry(c.049) hi-z) dz; =

(o]

t

= | ratreo) hrp dr = |

-00

S (@) ¢ -1y dr; dew =

§ =8

1
2r

= 2

§ =8
§ =8

Si(@) €D h) dudo =+~ | H (i) Sy() o do.

Kedze na zaklade vztahu (6.6.a) je:
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(o]

Ru(9 =4 [ S(i0) eordo,

-00

potom porovnanim vzt'ahov pre vyjadrenie R, (7) dostaneme urovany vztah.
Iny mozny spdsob na potvrdenie platnosti urCovaného vzt'ahu mozno najst

vyuzitim vztahu uvedeného v priklade 10.1:
Y(iw) =H(iv) X(iw),
Y(iw) =H (io) X (iw).

Vynasobenim poslednej rovnice hodnotou X(iw) na zéklade rieSenia prikladu

6.4 dostaneme:

Sye(i@) = H (iw) S ().

Pr.10.4
Ukazte, ze plati:

S(@) =/H(i®) Sy(@) =H(i) S, (),

kde S(w), Si(w) su spektralne vykonové hustoty stacionarneho nahodného vystupu
y(t) a vstupu x(2) sustavy a H(iw) je jej prenos.

Riesenie.

Korela¢ni funkciu R,(7) stacionarneho ndhodneho vystupu y(?) sustavy so
vstupom x(¢) mozno analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.1 na zaklade vzt'ahu (4.6)

vyjadrit’ vztahom:

t+7

Ry(0) =M[y() y(t+0] =M[ | x(9h(-9dz | x(0 hrr-9 d] =

-00
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t+7

=M || () x(2) h-1) htrrry) dr; dry] =

t  ttT

= | Rzm.o) b1 htrez) dry dry =

t  ttT
= | Rurre) o) hrrry) dry dr, =

— 8

= 2%: J j S(w) ) h(t-1) h(t+7-1,) d7; dry dew =
:ﬁ J’ I J' S (@) ei@wv+9) hiy) h(v) du dv dw :# J S(w) /H(iw)) é*r dw.

Ked’Ze na zdklade vztahu (6.4.a) je:

2]

R =4 [ 8w cordo,

-00
potom porovnanim vztahov pre vyjadrenie R,(7) dostaneme urCovany vztah.

Iny mozny sposob na potvrdenie platnosti urovaného vztahu mozno néjst
vyuzitim vzt'ahu uvedeného v priklade 10.1:

Y(iow) =H(io) X(io),

Y(iw) =H (io) X (io),

Vynasobenim poslednej rovnice hodnotou Y(iw) na zéklade rieSenia prikladu

6.4 dostaneme:
Sy(ia)) =H (iw) Sxy(a)) =H (iw) Hiiw) S(w) =/H(iw))/ S (®).

Dosadenim vzt'ahu z prikladu 10.3 dostaneme druht rovnost’.
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Pr.10.5

Ukazte, Ze pre koherencnt funkciu 7/yx2( ®) vystupu y(?) a vstupu x(?) linearnej

sustavy plati:

7yx2(a)) =1.

RieSenie.

Na zaklade vzt'ahu (6.7) a na zéklade prikladu 10.4 je:

Y 2(a) = /S, (i@)/? __/H(0) S(0)
yx S(w)Sy(w) ~ S (w)/H(iw)/ S (o) :

Pr.10.6

Urcte koheren¢nu funkciu 7/yx2 (w) celkového vystupu y(z), ktory je tvoreny
superpoziciou odozvy sustavy na vstup x(z) a s nim nekorelovaného Sumu z(?), priCom
X(t) a z(t) su centrované procesy.

Riesenie.

Celkovy vystup y(?) vyjadruje vzt'ah:

v = | x(9 hi-9 dz 400,

Aplikovanim Fourierove] transformacie na uvedeny vztah a na zaklade rieSenia

prikladov 2.6, 4.9, 6.8, 10.3 a 10.4 pri nekorelovanosti vstupu do ststavy x(?) a Sumu
z(t) dostaneme vzt'ah:

Syxi@) =Sy(@) H (ie),

Sy(w) =H(iw) S, (io) +S,(w),
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S.(0) =S,(@) - H(io) S,yfia) =8,(0) - ~5res— =S,(@) [1 - 3, (@)],

na zaklade ktorého vyplyva urCovany vzt'ah:

S(w) H(iw)S, (i)
1l (@ =1- 0] = S,00)

Pr.10.7

Urcte:

a) koherenénu funkciu y,,°(w) a

b) oblasti pouzitia aproximacii prenosu sustavy H(iw)
pomocou meranim ziskanych procesov v(t) =y(t) +n(t) a u(t) =x(t) +m(t), kde proces
(t) je odozva ststavy na vstup x(?) a n(t), m(?) st nekorelovan¢ho Sumy, pricom x(?),
n(t) a m(t) st centrované procesy.

Riesenie.

Aplikovanim Fourierovej transformacie na vzt'ahy vyjadrujuce procesy u(?) a
V() pri zohl'adneni rieSeni prikladov 2.6, 6.8 a 10.3 pri nekorelovanosti procesov m(?)

a n(t) s procesmi x(t) a y(t) dostaneme vztahy:
Su(@) =Sy(@) +S,(e),
Sy(@) =S, (@) +S,(),
Su(@) =S, (@).
a) Pri zohl'adneni rieSenia prikladu 10.5 pre }/yx2 (w) plati:

/S, (i)’
1 (@) = 5 a5 ) =1

Pre meranim ziskant 7yx2 (w) plati:
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/Sy (i0)/? /S, (iw)/?
Yol (@) = 5 () 5, (0] = [S,(w) + Syl [Su(@) 7 Spta] <1

b) Prenos sustavy H(iw) a jeho aproximacie H (iw), H (iw) mézeme na zaklade

rieSeni prikladov 6.6 a 10.3-4 vyjadrit’ v tvare:

L Sylie)  Sy(w)
Hi®) =577 =5, fw)

Sw(ia)) Sxy (l w) Sxy (l CU)

H _a) — — = >
x(l ) S,(®) S(w)+S,(w) Sx(w)[]-/.%]

Sn(@)
o s(e) S(e)+S(e) S50
Hy(lw) - Svu(iw) - Syx(i a)) - Syx(i w) ’

na zéklade ktorych plati, Ze aproximaciu prenosu H,(iw) je vyhodné pouzivat, ak je
zanedbatel'ny Sum na vstupe, aproximaciu prenosu H (iw) je vyhodné pouZzivat’, ak je
zanedbateI'ny Sum na vystupe. V pripade kombinacie Sumov na vstupe aj na vystupe
aproximaciu prenosu H (iw) je vyhodné pouzivat’ vo frekvenénom rozsahu, kedy
uroven Sumu je niz§ia ako Uroven vstupu (v oblastiach antirezonancie) a aproximaciu
prenosu H (iw) je vyhodné pouzivat' vo frekven¢nom rozsahu, kedy urovei Sumu je

nizSia ako uroven vystupu (v oblastiach rezonancie).

Pr.10.8

Urcte rozptyl D, ustaleného vystupu y(?) sustavy, ak poznate stacionarny vstup
do sustavy x(?), fyzikdlne parametre sustavy a koeficientové matice M, B, K, ktoré¢
charakterizuji kmitanie ststavy.

Riesenie.

Pohybova rovnica kmitania ststavy s n stupfiami vol'nosti a s jednym vstupom

x(1) je:
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M &1) +B §t) +K q(1) =f(1),

kde
_ M - _ M i}
q;.(1) Sra(t)=10
q) =1q;(1)=y(1)| a fit)=| i(t)=x(1)|,
q]'+](t) Jrs1(t) =0
L M . L M .

q(t) je vektor zovSeobecnenych posunuti s j-tym prvkom y@) a f(t) vektor
zovseobecnenych sil s k-tym prvkom x(z). Aplikovanim Fourierovej transformacie na
uvedeny vztah na zéklade vztahu (6.1.a) a rieSenia prikladu 6.12 dostaneme:

(K-a?M +ioB) Q(io) =F(iw),

O(iw) =(K- &’ M +iowB)! F(io) =H(iw) F(io),

Y(ia) =Hy(io) X(io),
kde Y(iw), X(iew) s Fourierove transformacie vystupu y(¢) a vstupu x(2) a Hy(iw) je
J,k-ty prvok matice H(iw) prenosov ststavy. Na zaklade rieSenia prikladu 10.2 a 10.4
dostaneme:

my :I—Ijk(o) mxa

Sy(@) =/Hy(@) Sy(e).

kde S, () a Sy(w) st spektralne vykonové hustoty stacionarneho vystupu g(?) a vstupu

J(®). Na zaklade rieSenia prikladu 6.1 dostaneme hladany vztah pre rozptyl D,
vystupu y(2):



&3

-1 _m 2
D,=£ | S0 do-mp,
kde plati:
2] 2]
N 1 _Gylio)
2z .[ Sy(w) do =1, 2z .[ /A, (zw)/2 @
-00 -00
pric¢om je:
. A +iB A+iB C_iD [(AC +BD) +i(BC - AD)]
Hy(io) =55 = c7p coip = 2 >
. /[(AC + BD) +i(BC - AD)]/* K,
_ 2 — _ ]
/Hy(ie)/ /(C+iD)?/? /(C+iD)? /7>
K,
Si(@) = /E +iF/?’

A,(iw) =(C +iD)? (E +iF) = ay (io)" +a; (io)*! +... +a,,
G, (i®) =K, K, =by (i)™ +b, (i) +... +b.;

] _(_1)n+1Un
n= 2ayV, >

n by v, L vy

Vo=det( M M L M|, U=det( M M L M|,

Vo Vap Loowv b, v,, L v

nn n nn

Ak 2j-k=m a m<0 alebo m>n, potom a,,=0.

ij = azj_k.
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Pr.10.9

Najdite stredn hodnotu m, a rozptyl D, funkcie g(1), ktora opisuje ustaleny
pohyb telesa z prikladu 9.2, ak funkcia opisujuca budenie f(#) ma charakter bieleho
Sumu so strednou hodnotou m(7) = a a kovarianénou funkciou K«(7,¢") =4 &(t"-1).

RieSenie

Pohybova rovnica telesa stistavy s jednym vstupom f{?) a jednym vystupom ¢(?)

je:
19452 +kq() =110).

Aplikovanim Fourierovej transformécie na uvedeny vzt'ah a na zaklade vztahu (6.1.a)

dostaneme:

(k+iwl) Qiw) =F(iaw),

kde Q(iw), F(iw) st Fourierove transformacie vystupu g(#) a vstupu f(z). Potom prenos

sustavy H(i®) mozno vyjadrit’ vztahom:

; — )i
Hi®w = a5 on-

Na zaklade riesenia prikladu 10.8 je:

2 2
i) — (K (o) I .
/H(w)/ [(k)P + (@I)]? /(k)+ i(wl)?

Na zaklade riesenia prikladu 10.2 je stredna hodnota m_ ustdleného pohybu telesa

q
dana rovnicou:

m, =H(0) mf:% a.

Na zaklade riesenia prikladov 6.9 a 10.4 dostaneme:
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Sy(@w) =/H(a)/” Sfw) W)+ il A4,

kde S (@) a S(w) = A su spektralne vykonove hustoty stacionarneho vystupu g(?) a
vstupu f{z). Na zdklade rieSenia prikladu 6.1 a 10.8 dostaneme hladany vztah pre
rozptyl D, ustalen¢ho pohybu telesa:

D, =1,

kde
SL [ G gyl [ L e
I, 2r J. /A, (i0)/? 2z /(k)+ i(wl))? Ado
oo
:Lf S
2z (k) + i(ol)?
-c0
A)(io) =ay (i) +a; =1 (io)! +k,
G(iw) =by =4,
Vi=det([vi;]). Uy =det([by ]), vi; =ay; =ay,
(P _ 4
1™ 2aya, ~ 21k"
Rovnaky vysledok dostdvame aj vyuzitim rieSenia prikladu 9.2 pre ustdlené
riesenie:

~|=
~

My, =lim,_, % (1 -el’) =4,

k

—Ji A _e =_4
Doy =limy oo 593 [1-€ "' ] =377
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Pr.10.10

Nagjdite stredni hodnotu m, a rozptyl D, funkcie g(?), ktora opisuje ustaleny
pohyb telesa z prikladu 9.2, ak funkcia opisujuca budenie f{?) je stacionarny
centrovany normalny nahodny proces (m, = 0) s korelacnou funkciou R(7) =4 e,

RieSenie

Pohybova rovnica bremena ststavy s jednym vstupom f{?) a jednym vystupom

q(?) je:

1) +kq(t) =f(1).

Aplikovanim Fourierovej transforméacie na uvedeny vzt'ah dostaneme:

(k +i @) Ofiw) =F(io),

kde Q(iw), F(iw) st Fourierove transformdacie vystupu ¢(z) a vstupu f(?). Potom prenos

sustavy H(io) je:

H(iw) =1

k+iow’

Na zaklade rieSenia prikladu 10.2 dostaneme strednii hodnotu m, ustalencho

pohybu telesa:

m, =H(0) m, =0,

Na zaklade riesenia prikladov 6.9 a 10.4 dostaneme vztahy:

_ 0 _ )i 2a
Sq(@) =/H(w)/* Sf(e) /(k)+ i(oD)? T &+’
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kde S (@) a S{w) =4 azz z > su spektralne vykonové hustoty stacionarneho vystupu
: +@

q(t) a vstupu f{?). Na zaklade rieSenia prikladov 6.1 a 10.8 dostaneme hladany vztah
pre rozptyl D, ustalencho pohybu telesa:

2aAd da = —A4
Jk+iw/? /atiol? k(k+a)’

§ =8

1
q no 2z

kde

G,(io) 1

J =L 1| 2ad
no2x Jk+io/? Jatial?

w
/A, (iw)/? L

§ =8
8§ 8
I

_ 1 2ad

T 2r J. /(ka-&) +io(a+k)/? do,
As(iw) =ay (iv)? +a; (io)! +a, =(iv)? +(a +k) (i) +k a,
Gy(iw) =by (iw)? +b; =0 (iw)? +2 a 4;

Vi =ap=a5, Vi =d5 =09, Vy =dy; 5 =a3 =0,vy =a;,,=a,,

sz(a +k)ka, U2 =2 aA,

[ = (2ad) 4
27 2(a+k)ka " k(k+a)

Rovnaky vysledok dostavame aj vyuzitim rieSenia prikladu 9.2 pre ustalené
riesenie:
m, =lim,_, 0 =0,

q

—_7; A - - - _
un(l?—llmt_)wm {—a[]—eZkf] -/-k[] +€2kt—26(k+a)t]}—



88

_ A(ka) __ 4
ok (kdd)  k(k+a)’

Pr.10.11

Najdite stredn hodnotu m, a rozptyl D, ustalenych vychyliek kmitania g(2),
bremena z prikladu 9.3, ak funkcia opisujuca budenie f{z) je typu bieleho Sumu so
strednou hodnotou m(#) = a a kovarian¢nou funkciou K(1,t) =A &(t"-1).

RieSenie

Pohybova rovnica bremena, sustavy s jednym vstupom f{?) a jednym vystupom

q(1), je:

m &) +b §(t) +k q(t) =f(1).

Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vztah pri zohladneni

vzt'ahu (6.1.a) dostaneme:

(k+iwb- o m)Qiw =F(iv),

kde Q(iw), F(iw) si Fourierove transformacie vystupu ¢(z) a vstupu f(¢). Potom prenos

sustavy H(io) je:

R I
H(la))_(k-wzm)+ i(wb)

Na zéklade riesenia prikladu 10.8 je:

2 1
H(w)/ /k-&’m)+ i(wb)/?’

Na zaklade rieSenia prikladu 10.2 dostaneme strednii hodnotu m,, ustalencho pohybu

bremena:
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my =H(O) =4 a.

Na zaklade riesenia prikladov 6.9 a 10.4 dostaneme:

= 2 — 1
Sq(@) =/H(@) S(@) /(k-a’m)+ i(wb))? 4,

kde S,(@w) a S(@w) = A st spektralne vykonové hustoty stacionarneho vystupu g(?) a
vstupu f(t). Na zaklade rieSenia prikladu 6.1 a 10.8 dostaneme hl'adany vztah pre

rozptyl D, ustaleného pohybu bremena:

kde

G,(iw) ] 1

I = —_— e A =

n -[ i do I/(k-wzm)+i(wb)/2 do
-00 -00

oo
:LJ‘ 4 d
2z /(k-&’m)+ i(wb))’
-00

b

As(iw) =ay (io)? +a,(iw)! +a, =m (iw)? +b (iw)? +k,

Gyiw) =by (iw)? +b, =0 (iw)? +4;

Vi =dy =a5, Vi =dy 5 =0ap, vy =dy o =az =0,vy, =a;,,=a,,

Vy=bk U,=-Am,

7, =G Am) 4
2 2mbk 2bk"
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Rovnaky vysledok dostavame aj vyuzitim rieSenia prikladu 9.4 pre ustalené

rieSenie:

m =lim a w (1 -e%cos wit)-edsinwt] =—2L— =4
qu t—)”mwd(wjmz)[ al ! dl] mial +5) K’

D =lim 4 WP +e20 (P cos2wit-w; Osin2amit- wf -
qu 10 2 wf,5(wf, +52) [ dz ( d d d d2

)] = A =

Cdm s} + &) 2bKT

Pr.10.12

Bremeno na obrazku. ¢. 10 sa pohybuje konstantnou rychlost'ou v po podlozke s
nerovnostami popisanymi korelacnou funkciou R, (1) = D, e“ s (h(]) je funkcia
nerovnosti povrchu, A=/,-/; je drahové oneskorenie, a>0 je konStanta). Urcte rozptyl
D, uhlovych vychyliek ¢(?) bremena okolo zavesu 4, ked’ pruzn¢ uloZenie bremena
ma tuhost’ k a sucinitel’ viskozneho tlmenia b, vzdialenost’ / medzi osou zavesu a
pruznym uloZzenim a moment zotrvacnosti bremena k hlavnej osi zotrvacnosti

rovnobecnej s osou zavesu je .

S Ca—— ) e
—
K b
4
7

Obr. ¢. 10
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Riesenie.

Pohybova rovnica kmitania bremena ststavy s jednym vstupom s(¢) a jednym

vystupom ¢(?) okolo rovnovaznej polohy je:

L &) +b1[1 &) - 81)] +k1 [l 1) -s(1)] =0

Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vztah pri zohladneni vztahu

(6.1.a) a rieSenia prikladu 6.14 dostaneme:

kP2-?1,+iwb2) Olie) =kl +i wbl) S(iw),

kde &liw), S(iw) su Fourierove transformdacie vystupu ¢(z) a vstupu s(z). Potom

prenos sustavy H(io) je:

(k1) + i(wbl) _A+iB

H(lw):(klz-wzlA)+ i(obl?) C+iD’

Na zéklade prikladu 10.8 je:

'H 2
H(w)/ [(kPP - 12+ (@blP )]

Na zaklade riesenia prikladov 10.2 a 10.4 je:

m, =H(0) my,

Sy(@) =/H(@)P Sy(w).

:[(kl)(klz-a)ZIA)+ (obl)(wbl?)]? +[(wbz)(k12-m21A)+ (kl)(wbl?)]?

[k -’ 1,2+ (0bl?))?

Pretoze pre korela¢nu funkciu nerovnosti povrchu 4(1) a vstupu sustavy s(z) plati:

Ry(2) =R,(vy) =R(7D),
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potom, ked spektralne vykonové hustoty S,(@w,) a Sy(w st Fourierovymi

transformaciami korela¢nych funkcii R, (1) a R(7), je:

Sy(@) =Sy(wy v).

Sucastne:
Dh :DS,
ateda aj

S\(@) do =S)(w,) do, =5,(2) do, =S5,(2) .
Potom na zaklade riesenia prikladu 6.11 dostaneme:

S(5) 2a Dy, 2vaD, 2vaD, K,
Ss(a)) = v = = = :

via’+ (2F] T [valP+e?]  ivario?  JE+iF/

Na zéklade rieSenia prikladu 6.1 dostaneme hl'adany vzt'ah:

0

D,=5 I S (@) da-m

-00

[

kde m,? =0, lebo m¢? =m;? = R(o0) = 0. Na zéklade rieSenia prikladu 10.8 rozptyl D,,

vyjadrime v tvare:

D,=1I,=

o0
2vaDb, (kD) (kPP -’ 1) +(wbl)(@bl?)]? +[(wbl)(kI’ -’ 1,)+(kl)(wbl’)]’
=" o 2 2 ; 2,,2 2 2 do.
[kl -1 ) +i(@bl? )]/ /va+ia/

o0

Pr.10.13
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Bremeno zanedbatelnych rozmerov o hmotnosti m je pripevnené k zékladu
pomocou vodorovného votknutého nosnika zanedbatelnej hmotnosti s materidlovymi
a geometrickymi charakteristikami E, ¢, J, [ (modul pruznosti, Voightova konstanta
tlmenia, prierezovy moment zotrvaénosti, dizka nosnika) podla obrazka ¢. 11, pricom
vykonava vo vertikdlnom smere pohyb s(?) opisany spektralnou vykonovou hustotou

Sy(w) = A. Urtte rozptyl D, posunutia a D g zrychlenia taZiska bremena okolo

rovnovaznej polohy.

Obr.c. 11

RieSenie.
Pohybova rovnica kmitania taziska bremena okolo rovnovaznej polohy sustavy

s jednym vstupom s(?) a jednym vystupom y(z), je:

m &) +b [ B) - 8@)] +k [y(1) - s()] =0,

kde k =3 E J/ 3, b =c k. Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vztah

pri zohl'adneni vzt'ahu (6.1.a) a rieSenia prikladu 6.14 dostaneme:

(k-a?m+iwb) Y(iw) =k +i wb) S(iw),

kde Y(iw), S(iw) st Fourierove transforméacie vystupu y(?) a vstupu s(z). Potom prenos

sustavy H(io) je:

(k) +i(wb)

Hie) = (k-a’m) +i(wb)

Na zaklade riesenia prikladu 10.8 je:
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JH(a)2 = L) (k= m) + () (wb)]” |, [(@b) (k- m) +(k) (wb)]
[(k-&" m)® +(wb) ]’ [(k-&" m) +(wb)’ ]

Na zaklade rieSenia prikladu 10.2 a 10.12 je stredna hodnota m,, ustalencho pohybu

bremena:
my, =H(0) mg =0,

Na zaklade riesenia prikladov 6.9 a 10.4 je:

_ o [k(k-@&’m)+wb(wb)]? +[wb k-’ m)+k(wb)]’
Sy(@) =/H(@)” Si(w) =4 /[(k-a"m) +i(wb)]*/?

kde S,(w) a Sy(w) = A su spektralne vykonové hustoty stacionarneho vystupu y(z) a
vstupu s(z). Na zéklade rieSenia prikladu 6.1, 10.8 a 10.12 dostaneme hl'adany vztah

pre rozptyl D, ustalen¢ho pohybu bremena:

o

D, =+ J. S(w) dw-mp? =

-00

-7 :AJ‘ [k (k-a’ m)+wb(wb)]’ +[wb(k-ao’m)+k(ob)]’ do
"= 2 /[(k-’m)+i(@b)]’/ '

o]

Rozptyl zrychlenia D g ziskame na zaklade rieSenia prikladu prikladu 6.13 a

10.12:
Dg=1 [ Sg@do-mg =L [ oS do.
Pr.10.14

Bremeno zanedbatenych rozmerov o hmotnosti m je pripevnené k zéakladu

pomocou vodorovného votknutého nosnika zanedbatelnej hmotnosti s materidlovymi
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a geometrickymi charakteristikami £, J, / (modul pruznosti, prierezovy moment
zotrva¢nosti, dizka nosnika). Bremeno je suasne vo vertikalnom smere pripojené k
zakladu pomocou viskdézneho tlmi¢a so sucinitelom viskdzneho tlmenia b. Vo
vzdialenosti » podl'a obrazka ¢. 12 pdsobi na nosnik sila, ktorej velkost’ sa ¢asom
nahodne meni, priCom casovy priebeh budiacej sily f{z) ma charakter bieleho Sumu so
spektralnou vykonovou hustotou Si(@) = 4. Urte rozptyl D, posunutia taZiska

bremena y(?) okolo rovnovaznej polohy.

NN

Obr. ¢. 12

RieSenie.
Skumand kons$trukcia ma charakter sustavy s jednym vstupom a jednym

vystupom. Pohybova rovnica kmitania t'aziska bremena okolo rovnovaznej polohy je:

Y1) =0y, [-m &1) - b B()] + 61, /(1),

kde & a 7 si Maxwelove vplyvové koeficienty. Aplikovanim Fourierovej
transformacie na uvedeny vztah pri zohladneni vztahu (6.1.a) a prikladu 6.14

dostaneme:

(] - 0)25]1171 +la)b) Y(la)) :512F(ia)),

kde Y(iw), F(iw) su Fourierove transformacie vystupu y(?) a vstupu f{z). Potom prenos

sustavy H(io) je:

512
1 -a?5, m+ i(ob)’

Hiiw) = 7



96

Na zaklade riesenia prikladu 10.8 a 10.11 je:

2
Sz

P _
H(e)/ = /(-8 m)+i(wb)/’ "

Na zaklade rieSenia prikladu 10.2 a 10.12 je stredna hodnota m, ustaleného pohybu

bremena:
my, =H(0) mp=0,
Na zaklade rieSenia prikladov 6.9 a 10.4 je:

5122 A
/(-5 m+i(wb)/?

Sy(@) =/H(w)? S(w) =

kde S\(w) a S(w) =A st spektralne vykonove hustoty stacionarneho vystupu y(z) a
vstupu f{?). Na zaklade rieSenia prikladov 6.1, 10.8 a 10.11 dostaneme hl'adany vztah

pre rozptyl D, ustaleného pohybu bremena:

oo
D _LJ. S(w)da,_mz_w
Yy 2z y y = 2b -
-00

Pr.10.15
Urcte rozptyl D, vychyliek y,(?) sistavy s parametrami m;, b;, k;, (j=I,2) podla
obrazka ¢. 13, ak je sustava budena kinematickym budenim s(z) s nulovou strednou

hodnotou (m; =0) a so spektralnou vykonovou hustotou Sy(@).
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Riesenie.
Pohybové rovnice kmitania bremien okolo rovnovaznej polohy (ststavy s

jednym vstupom s(2) a jednym hl'adanym vystupom y,(2)) su:
M &) +B §@1) +K q(1) =f(0),
kde

my 0 _b] +b2 -b2 k] +k2 -k2
|:0 m2j|, L -b2 bz ’ ’

B yi(t) 3 b, &t)+ k; S(U}
al) - { " J,f(t) |

Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vztah dostaneme:
(K-a?M +ioB) Q(io) =F(iw),
O(iw) =(K-&?M +iowB)! F(in) =H(iw) F(io),

Y (iw) =H,,(io) F,(iw),
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kde Y,(iw), Fi(iow) = (k; +iw b;) S(i ), S(iw) st Fourierove transformacie vystupu
¥>(t), budenia f;(2), vstupu s(z) a H,,(iw) je 2,1-ty prvok matice H(i w). Na zaklade
rieSenia prikladu 10.2 a 10.12 dostaneme strednii hodnotu m,,, ustalen¢ho pohybu

bremena:
my; =Hy(0) (k +i0 b) my =0.

Na zaklade rieSenia prikladov 6.9 a 10.4 je:
Sys(@) =/Hy(0) (k +iwb)/ S(w),

kde S, (@) a Sy(w) st spektralne vykonové hustoty stacionarného vystupu y,() a
vstupu s(z). Na zéklade rieSenia prikladu 6.1, 10.8 a 10.11 dostaneme hl'adany vztah

pre rozptyl D,, ustalen¢ho pohybu bremena:

oo

D=4 | (e do

-00

Pr.10.16

Urcte rozptyl D, ustalenych vychyliek g(z) sustavy opisanej v priklade 10.9
vyuzitim Markovovych procesov.

Riesenie.

Pohybova rovnica opisujica pohyb telesa je:
St) =-k q(t) +2(1).

Na zaklade rieSenia prikladu 7.3 a 6.9 dostaneme druht Kolmogorovovu rovnicu v

tvare:
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RieSime staciondrny pripad, pre ktory plati:
z ¢oho vyplyva:
% % +kqf=c.

Z vlastnosti hustoty rozdelenia f (f(g) = 0 v pripade /q/—>) vyplyva c¢; = 0. Potom

dostaneme rovnosti na zaklade vzt'ahu (1.17) a rieSenia prikladu 2.8:

q
g_[kqdq A g?
f=c,e 7 =cye ,
< 1
*qu T A
]=j cy e dq =cy\ 5
oo

Pr.10.17

Urcte rozptyl D, ustalenych vychyliek g(¢) sustavy opisanej v priklade 10.10
vyuzitim Markovovych procesov.

Riesenie.

Pohybova rovnica opisujuca pohyb telesa je:

(1) =-k q(t) +z(1).

Korelaénl funkciu R (7) =4 e %7 mozno vyjadrit' v tvare:
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B(1) =-az(t) +|2a 4 &),

kde &(1) je stacionarny centrovany nahodny proces s charakterom bieleho Sumu (m; =
0, Rg1)= &(7)). Na zaklade rieSenia prikladu 7.3 a pre stacionarny priklad dostaneme

druhu Kolmogorovovu rovnicu v tvare:

A(Zkq)f] Azf) Z2(f) _
2 - -aA = =0.

Pre n-ty moment funkcie ¢(2) je:

29}

m=| [ efadgi=| o

Vynasobenim Kolmogorovovej rovnice vyrazom ¢” a jej integraciou, pricom plati:

q" £ [(2-K q) flg.2)] dg =

§ =8

2}

=[q" (z* -k q) fla.2)] 7, - n J q"! (22 -k q) flg.2) dg =K n @,(2) - n 22 @, 1(2),

o0

dostaneme pre ¢,_;(z) rekurentny vztah:

d’ d?
aA d;’z’” +a (dzzf’”) -k n @, =-nz? ¢, (2).

Vynasobenim ziskanej rovnice vyrazmi /, z? a integraciou per partes (Cleny, ktoré

stoja mimo integralov st rovné nule) dostaneme rovnice v tvare:

m, :k% J. 22 ¢, i(z) dz,
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Mmyv; =

m n [J- z2 ¢’n_1(Z) dz +2 A4 amn].

Pre pripad, Ze n = I a hustota pravdepodobnosti:

/2= | fla.2) dg =gy,

ma normalne rozdelenie, dostaneme:

A4

My =T lkra)

Pr.10.18

Najdite ustalené rozptyly D), D g vychylky y(2) a rychlosti B(t) ststavy
opisanej v priklade 10.11 vyuzitim Markovovych procesov.

RieSenie

Pohybova rovnica kmitania skiimanej sustavy je:
(1) +2 6 B(1) + o, y(t) =x(1).

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 7.3 dostaneme druhti Kolmogorovovu rovnicu v

tvare (B(1) =x,(1), (1) =x,(1)):

g A25x-alx)f  Ax, f) | F(Af)
a & TTa 7 & =0,
z ktorej pre stacionarny pripad vyplynie:
7
-2 5f-26x; %} - (@,2 x5) %, #x; % -1 4 @C_j; -0,
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L (02 x) [+ 45 L] +(-45 +204) (0, f+ 55 2L) =0,
Pre nezavisle x; a x, plati:
Jtep x5) =fx)) fxs),
LA (02 5) [+ 45 L]} + (4 #2658 [ (v, f; + 45 3L)] =0.
Tato rovnost’ je splnena, ak platia vztahy:

oy 45
@ T X1/ =0,

. 2
dfy (w0x2)45 _
@t 270

z ktorych vyplyva:

%)
~oho

4 X
fI_CI€ )

N

4

fr=cye’ ,

xle,
[SIIUNY

Na zéklade vztahu (1.17) a rieSeni prikladov (2.8) a (1.12) ndjdeme konStanty c¢;, ¢, v

tvare:

8 —8
)
~
®
o
by
=
S
~
I
\:\A
)
~
I
|:\,
s %

o

8§ =8
(@)
Q
Q
=
S
o
N—
NHN
Y
1
~
(@
[\
1
Q
S
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20 . 5 .
kde a ==r. Na zaklade vztahu (6.1) dostaneme rozptyly D), D ; v tvare:

__ 4 __4
Dy_45a)f’ Dy—gg-

11. Stacionarne vynutené kmitanie sustavy s viacerymi vstupmi

Vynuterné kmitanie ¢(?) linearnej sustavy s konStantnymi koeficientami so
vstupmi f(¢#) vyjadruje vztah (9.1). Ak je linearna ststava s konStantnymi
koeficientami a so stacionondrnymi vstupmi f{?) stabilna, tak pri dostatocne velkom ¢
mozno vystupy zo sustavy ¢(t) povazovat’ za stacionarne - ustalené.

Vztah medzi Fourierovymi transformaciami Q(iw), F(iw) vystupu g(?) a vstupu

f(¢) sustavy je:
Oiw) =(K-?M +iowB)! Fin),

kde matica H(i®w) = {H;(i®)} je matica prenosov sistavy.

Priklady

Pr.11.1

Urcte koherentnu funkciu y,°(@) celkového vystupu y(1), ktory je tvoreny
superpoziciou odozvy sistavy na vstupy x;(?) (j=I,2,..,n) a s nimi nekorelovancho
Sumu z(?), pricom x;(2) a z(¢) st centrované procesy.

Riesenie.

Celkovy vystup pri zohl'adneni vzt'ahu (9.1) a principu superpozicie vyjadruje

vzt'ah:

w0 =Y [ 509 de .

j=l -
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Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vztah a na zaklade rieSeni
prikladov 2.6, 4.9, 6.4, 10.1, 6.8, 10.3 a 10.4 pri nekorelovanosti vstupov do ststavy

xj(?) a Sumu z(7) dostaneme vztahy:

Y(ie) = ), Hfio) X(io) +Z(ie),
j=1

n
Sy, (i0) = ), Sy, x, (i) H (i),  k=1,2,..n,
j=1
n
S(i) = Y, Hfio) S, (i) +S.(0),
j=1

S.(@) =S,(@)- Y, Hfio) Sy, (i),
j=1

Vyuzitim analogie z rieSenia prikladu 10.6 pre koheren¢nu funkciu y,,°(@) vyplynie

vzt'ah:

s s
hx (@) =1- S,(@) = S7o)

Pr.11.2

Urcte koheren¢nu funkciu "y, (@) celkového vystupu y,,(?), ktory je tvoreny

superpoziciou odozvy sustavy na vstupy x;(¢) (j=I,2,...,n) a s nimi nekorelovaneho
Sumu z(z), priCom x;(z) a z(z) si centrované procesy v tvare, kde budi vylucené

prenosy H,, (iw) (j=I,2,...,n) a potvrd'te platnost’ vztahu (6.7).
mj

Riesenie
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Prenosy H m; (iw) (m-ty riadok matice prenosov H(iw)) medzi vystupom y,,(t) a

. . y G . -
vstupmi x;(2) (j=I,2,...,n) mozno ur€it’ rieSenim systému rovnic:

Sy x (i0) = Sy(a))ij ™ (w) Hmj (iw), k=I12,..,n,
Symx(ia)) :Sx(a)) Hm(la))’
kde
Sy,m (iw) IT[m](ia))
S (iw)| _ H, (io)
Syxi@) =| "y Halio) =] ",
Syl'ﬂxﬂ (ia)) ﬁmn (la))
Sy (@) Sy (io) K S, (i)
Sy (i0) S,(0) KK
i) =y M M M |
Sex, (i0) K K S, ()
v tvare:
. det[ Sy (iw)]
Hmk (za)) = W 5 k=],2,...,l’l,
kde

Sy, (iw) S, . (io) S, . (iw) L
S, o(iw) S, . (i) S, . (iw) L
Sl =\ T M M Ml =23
L Sxkflxn (la)) Symxn (la)) Sxk+1xn (la)) L

Specidlny tvar matice S}, (i) umozni prepisat’ nasledujici vyraz do tvaru:
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n
2, Hy (i@0)S,  (i0) = garstiayy {5y, (@) det[Sy(ia)] - det[S, (io)]},
j=l

kde

[ Sym (a)) Symxl (la)) Symx2 (la)) L Symxﬂ (la))_
Sy (i0) S, (0) S, (o) L S, (o)
SJ’m Xx(ia)) = szym (la)) Sx1x2 (la)) sz (a)) L L
M M M M M
Supn(1@) Sy (i@) L LS, (o)

Na zaklade rieSenia prikladu 11.1 koheren¢nt funkciu 7y, (@) mozno vyjadrit

v tvare:

det[Sym xx(1®)]
Vyx (@) =1 - 5l Sy tia)] -

Platnost’ vztahu (6.7) mozno potvrdit’ vyuzitim uvedenych vztahov. Pre pripad

vztahu (6.7) plati:

| . Sy(w) Sy (io)
Sl =510 =\ 6 ip) S (@) |

Sylie) =5, (i),

S(w)S.(w)-/S. (iw)? /S (iw)/?
1y x (@) = 1 (@)= 1 - = T = S w)s.(a)

Pr.11.3
UrCte maticu spektralnych vykonovych hustdt Sy (iw) n vystupov y(1)
(analogickt matici S,(i@)) linedrnej dynamickej ststavy s konStantnymi parametrami

ak poznate n vstupov do sustavy x;(z).
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RieSenie.
Vztah medzi Fourierovymi transformaciami n vystupov s »n vstupmi linearnej

dynamickej sustavy s konstantnymi koeficientami je:

Y(iow) =H(io) X(iw),

kde vektory ¥(iw), X(iw) a matica H(iw) st stupna n. Na zéklade rieSenia prikladu 6.4
zo suéinu [X(iw) XH(iw)] (X)H =(X )T) vyplyva matica S,(iw) v tvare, v akom bola
uvedena v priklade 11.2 a analogicky zo su¢inu [Y(iw) YH(iw)] vyplyva matica

Sy(i®). VyuZitim tychto sicinov z prvej rovnice vyplyva hl'adany vzt'ah:

Syliw) = Y(iw) Y(io) =H(iw) X(iw) X(iw) H(iw) = H(io) Sx(io) H(iv).

Pr.114

Urcte rozptyl D, vystupu y(¢) sistavy s n stupfiami volnosti, ak poznate n
vstupov do sustavy x(¢) a fyzikalne parametre sustavy, koeficientové matice M, B, K,
ktoré charakterizujii kmitanie ststavy.

Riesenie.

Pohybova rovnica kmitania linearnej sustavy s n stuptiami volnosti a s n

vstupmi x;(2) je:

M &) +B §t) +K q(1) =f(1),

kde
VRS M
q;-1(1) Xp1(1)
q() =| »(t) |af)=| x(t)
q]'+](t) Xprr(1)
L M - L M .

Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vzt'ah na zaklade vztahu (6.1.a) a

riesenia prikladu 6.12 dostaneme:
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(K-a&?M +iwB) Q(iw) =F(iw),

O(iw) =(K- &?M +iowB)! F(iw) =H(iw) F(iow),
Y(io) = ), Hylio) X(io),
j=1

kde Y(iw), Xi(iw) st Fourierove transformacie vystupu y() a vstupov x(2) a Hy(iw) je
J.k-ty prvok matice H(iw) (H(i @) ={H{(iw)}, H(io) je j-ty stipec matice H(i w)). Na
zaklade rieSeni prikladov 10.2 a 10.4 vztahy pre stredni hodnotu vystupu m, a

spektralnu vykonovu hustotu S (@) st:

n
my, = Z [_I]k(o) Mk
j=1

Sy(@) =H, (i) Sy(iw) HH (iw) = > > H (i) Hy(i@) Sy @).
k=1 =1

Na zaklade rieSenia prikladu 6.1 dostaneme hl'adany vztah pre rozptyl vystupu D, v

tvare:

l
D=4 [ S, do-mp2.

Pr.11.5
Urcte rozptyl D, vychyliek y(¢) sustavy s parametrami m, I, b;, k;, j=I,2
(hmotnost’, moment zotrvacnosti k tazisku bremena, sucinitel’ viskdzneho tlmenia,

tuhost) podl'a obrazka ¢. 14, ak je sustava budena kinematickym budenim s;(2), s
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nulovymi strednymi hodnotami (m,; = 0, mg, = 0) a so spektralnymi vykonovymi

hustotami SS] (a)) > Ss] (a)) > SS‘ISZ(i a)) :

RieSenie.

Pohybova rovnica kmitania sustavy okolo rovnovaznej polohy je:
M &) +B §(1) +K q(1) =f(0),

kde

m 0 b1+b2 b2 lz-b] l] k]+k2 k2 lz-k] l]
o 1T T by byl by I3 wb 1T Tk -k L ky I3k 1]

(t)_{y(f)} f(t)—{ by &(t)+by &(t)+k;s;(t)+ky sy(t) }
L) by Ly &(1)-by 1 K1)+ hy sy (1) -kl sy(t)]

Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vztah dostaneme:
(K-a?M +ioB) Q(io) =F(iw),

O(w) =(K- &M +iowB)! Fliv) =H(iw) F(io),
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n=2

Y(iw) = Y, Hjfie) Ffio),
j=I

kde
Y(ia),
Fiiw) =(k; +iob;) S;(iw) +(k, +iwb,) S,(iw) =A;(iw) S;(i) +B,(in) S,(iw),
Fyiow) =-(k; +iw b)) 1; S;(iw) +(k, +ioby) I; S)(iw) =
=A,(iw) S)(iw) +B,(iw) S)(iw),
Sp i),
st Fourierove transformacie vystupu y(2), budenia f{2), vstupu s; »() a H;(iw) su 1,j-te
prvky matice H(iw). Na zéklade rieSeni prikladov 6.6, 6.8, 10.2, 10.4 stredna hodnota

vystupu m,, a spektralna vykonova hustotu S,(@) si:
n=2
my = D Hyy(0) [A0) my; +By(0) myy] =0,
j=1

n=2 n=2

S =Y, D, H i 0 Hyli @ [4,(ie) A(ic) Sy(e) +

j=1 k=I

+ B (i) Ayi@) Syo(i@) + A (i) By(i) Syyo(i@) + B (i) By(ic) Syp(w)]

a na zaklade rieSenia prikladu 6.1 dostaneme hl'adany vztah:
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IV.Nahodn¢ kmitanie nelinearnych sustav

Matematicky model opisujuci kmitanie nelinedrnej sustavy je dany nelinearnou

vektorovou obycajnou nehomogénnou diferencialnou rovnicou:
M &) +B §1) +K q(1) + o[ (1), 4(1). 1] =f(1),
kde q(t) a f{(¢) su n - rozmerné vektory zovSeobecnenych vychyliek a sil v case .

Matice M, B, K su Stvorcové matice stupnia n reprezentujuce fyzikalne parametre

ststavy. Sustavy, ktorych matice M, B, K su nezavislé na Case ¢ a vektor ¢/ @(2), q(?),

t] = @[ @), q(t)], st ststavy s konStantnymi koeficientami. V d’alsom, ak nebude

vyslovne povedané inak, sa budeme zaoberat sustavami s konStantnymi
koeficientami.

Pre nelinarne sustavy neplati princip superpozicie a v pripade, ak na vstupe f{z)
do linearnej sustavy je nahodny proces s normalnym rozdelenim, tak na vystupe ¢(?)

70 sustavy nebude nahodny proces s normalnym rozdelenim.

12. Metoda Statistickej linearizacie

Metddou $tasticke] linearizacie sa aproximuje nelinearna funkcia ¢f 8(2),x(2)]
linearnou funkciou ¢/ 8(2),x(2)], pritom ako kritérium zhody sa pouziva podmienka

minima funkcie v tvare:

o[ B(1).x(1)] = ol B@).x(1)], (12.1)

M{Z[8(1),x()]?} =min, (12.2)

kde

Z[B(1),x(1)] = o[ B(0).x(1)] - @il B(1).x(1)]. (12.3)



96

S vyuzitim metody Statistickej linearizacie pri rieSeni nelinedrnych sustav s
nahodnymi vstupmi dostdvame len priblizné rieSenia, ktorych hodnoty st vd¢sinou
mens$ie ako skuto¢né, priCom odhadnutie presnosti rieSenia je problematické.
Akceptovatelné vysledky dostdvame v pripade rozsiahlych obmedzeni, napriklad
malost’ nelinearnych ¢lenov, blizkost” hustoty pravdepodobnosti vystupu normalnemu

rozdeleniu.

Priklady

Pr.12.1

Linearizujte nelinearnu funkciu ¢/ B(2),y(1)] metddou Statistickej linearizacie, ak

vychylka y(#) je stacionarny nahodny proces so znamym zakonom rozdelenia

JTBW.y1)].

Riesenie
Linearizujme nelinearnu funkciu ¢/ B8(2),y(¢)] pomocou linearnych ¢lenov
Taylorovho rozvoja v okoli bodou B(#) =0, y(1) = my, procesu y(1) =m, +y.(t), kde

., m g su stredné hodnoty vychylky a rychlosti (pre stacionarny proces zo vztahu

(4.3) vyplyva: m g =0):

ol B0).y)] = p0.m,) +¢,(0,m)) y(t) +p:(0.m) B(t) =

=4 -/-Cl] yc(t) -/-612 .}gc(t),
kde
o1 BOYO] =55 Lol BO.YOI} 0o BOYO] = Fgl ol BOYD]),

Na zaklade vztahu (12.2) je:
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M{p[ B(1).y®)]? - 2 ol B@).y(W)] [ag +a; y (1) +a; B.(1)] +

+[ag +a; y.(t) +a, B.()]*} =min,
z ¢oho vyplyvaju rovnosti:

IMIL ] .
ﬁaj :05 ]:0,],2,

na zéaklade ktorych po zohl'adneni nekorelovanosti stacionarnych nahodnych procesov

v.(t) a B,(t) (pozri priklad 4.8) a nulovej strednej hodnoty centrovaného nahodného

procesu (pozri priklad 2.3) dostaneme hl'adané konstanty:

ap=M{o[ B0y} = | [ ol BOYOI N B0O.¥0] dyd B,

-0 -00

e 2]

y

ay =4 Mgl B0y v} =3 | [ ol BOYOI .0 780y 0] dyd B,

-00

ay = by M{g[B0).y0)] B.V) =5,

Dy,

8§ 8

Pr.12.2

I o[ B@W).y()] Bt) /1 B(1).y®)] dy d B.

Najdite rozptyl D), D g vychylky y(?) a rychlosti B(1), ak poznate strednu

hodnotu m, a spektralnu vykonovt hustotu S,(w) budenia x(?) pre sustavu s jednym

stupiiom vol'nosti, ktora je opisana diferencialnou rovnicou (12.1) , priCom nelinearnu

funkciu ¢f B(2),y(t)] linearizujte spésobom uvedenym v priklade (12.1).
Riesenie

Na zaklade rieSenia prikladu (12.1) je:

m &.(1) +(b +ay) B.t) +(k+ay)y () +kmy, +ag=m, +x.(1),
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km, +ay=m,,
m &.(1) +(b +ay B.t) +(k+ay) y(t) =x.(1).

Na zaklade poslednych dvoch rovnic analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.8 pre

rozptyly vychyliek a rychlosti D, D g je:

D=4 [ /H(@/ (@) do-mp,

Dg=5 [ H, &S o) do,

kde pre strednu hodnotu m,, a prenos H(iw) je:

H(iw) =[(k +a;) - @ m +i o (b +a,)] .

Pr.12.3
Najdite rozptyly D, D g vychylky y(z) a rychlosti B(t), ak poznate strednu

hodnotu m, = 0 a spektralnu vykonovu hustotu S,(®) =4 stacionarneho ndhodného
budenia x(#) sustavy (obrazok ¢.15), ktord je tvorend bremenom zanedbatelnych
rozmerov o hmotnosti m, ktoré je spojené s nehybnym zakladom tlmicom s
koeficientom visk6zneho tlmenia b a s pruzinou, ktora ma nelinearnu charakteristiku s
tuhostou k, =k + ¢ y?. Uvazujte, Ze hustotu rozdelenia nahodnej vychylky mozete

aproximovat’ normalnym rozdelenim v tvare:
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[y(t)my]

0] =—k=e

Obr.¢. 15

RieSenie

Pohybova rovnica kmitania skiimanej sustavy je:
m &) +b B(1) +ky(t) +ey(t)3 =x(1).

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.1 linearizujeme nelinedrnu rovnicu
metodou Statistickej linearizacie. V nasom pripade nelinearna funkcia ¢fy(z)] a jej

linedrna aproximdacia ¢;/y(t)] st:
ply(®)] = ey = oiy(¥)] =ag +a; y.(1),
kde

Lty

ay =M{ply(0]} = J oy (0] fIy®] dy = ﬁj yie P dy,

= M{gly] v} =3 [ ob)] [y - my] fly0] dy =

[}(t)m ]

Jy(tﬁ DO -mje ™ dy.

2;rD3

T

Vycislenim integralov analogicky ako pri rieSeni prikladu 2.8 dostaneme:
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ap =emy, (m? +3 D),

a;=3g(m? +2D).

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.2 linearizovana rovnica je:

m .&c(t) +b }gc(t) +(k+a1)yc(t) +kmy +ag =m, +xc(0’

kde y.(t), x.(t) st centrované ndhodné procesy. Na jej zaklade je:

my, [k +¢&(m2 +3 D) =m,, (a)

m &(1) +b B.(1) +[k +3&(m? +2D)] y (1) =x.(1).

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.8 prenos H(iw) a rozptyly D,, D g su:

H(i@) ={[k +3&(m2 +2D,)] - @ m +i @ b)}-!,

D,=-L

=5 | /H(®)PAddo-mz2=A4{2b[k+3c(m7? +2D)]} -mp2, (b)

§ =8

Dg=4 | /H@P @ 4do=42bm). ©

RieSenim rovnic (a), (b) moZno najst’ hl'adant strednt hodnotu m,, a rozptyl D,

vychylky y(?) a priamo z rovnice (c) rozptyl D g rychlosti B(1). Na zaklade m, =0 je

my, =0, rozptyl D), mozno ur¢it’ rieSenim nelinearnej rovnice (b).

Pr.12.4
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Najdite rozptyly D, D g vychylky y(z) a rychlosti B(1), ak poznate stredni

hodnotu m, = 0 a korela¢nt funkciu R (7) = D, e 7 stacionarneho nahodného
budenia x(z) pre sustavu podla obrazka ¢.15, ktora je tvorend bremenom
zanedbateI'nych rozmerov s hmotnostou m, ktoré je spojené s nehybnym zakladom
tlmi€om, ktory ma nelinedrnu charakteristiku s tlmenim b, = b sign(®) B a s
pruzinou s tuhostou k. UvaZzujte, ze hustotu rozdelenia nahodnej vychylky mozte

aproximovat’ normalnym rozdelenim v tvare:

B]
2D}g

B3] = J;,—D)&e

Riesenie

Pohybova rovnica kmitania skiimanej sustavy je:
m &) +b sign[ )] B(1)? +ky(1) =x(1).

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.1 linearizujeme nelinedrnu rovnicu
metodou Statistickej linearizacie. V naSom pripade maju nelinearna funkcia ¢fy(z)] a

jej linearna aproximacia ¢/y(?)] tvar:

ol B(1)] =b sign| B1W)] B1)* ~ g B(1)] =ag+ay B.(1),

kde
ag=M{ol 801} = | ol B0)] [T B0] dB =
@ 8]
= | sianl 807 802 ¢ % ag,

ay :D%& Migl B®)] B.(1)} :D%& J- o[ B@)] B@) /TR dB =
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By

=2 [ sign/B(] B1? By ¢ ** dB.

2 72'D;&

Vy¢islenim integralov je:

CZO:O,

0 [~

a,=4bDg (2 Tm?) 2.
Analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.2 je linearizovana rovica:
m &) +ay Bo(t) +k [my +7, (0] =m, +x,(0),
kde y,.(1), x.(¢) st centrované nadhodné procesy. Na jej zaklade:
=y, (a)
)
m .&c(t) +4 bDJ& (2 wm?) 2 )'gc(t) +kyo(t) =x.(1).

Po zohladneni rieSenia prikladu 6.11., na zaklade ktorého vyjadrenie spektralne;

vykonovej hustoty S, (@) budenia x() je:
S(@ =2 aD, (@ +a?) !,

analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.8 prenos H(iw) a rozptyly D), D g su:

H(iw) =[k-a?m+i04bDg (2 ﬁmz)é]'], (a)

D:

=5 | /H()P 2 aD, (@ +?) ! do-m? =

§ =8
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=2VamD,(ma+4b =) [N2 kD g (k+ma +4ba =)l -m2, (b)
Dg=4 | /H@P @2 aD, (@ +)! do=
=JamaD,[N2Dg(k+mao?+4baDg/2r)]!. (©)

Riesenim nelinearnych rovnic (a), (b) a nelinearnej rovnice (¢) mozno najst

hl'adant strednt hodnotu m,, a rozptyl D), vychylky y(2) a rozptyl D g rychlosti B(2).

Pr.12.5

Najdite strednu hodnotu m,, a rozptyl D, vychylky y(?), ak poznate stredni
hodnotu m, = 0 a kovarianénu funkciu K,(7) = D, e@7 stacionarneho nihodného
budenia x(?) pre sustavu na obrazku ¢. 15, ktora je tvorend bremenom zanedbateI'nych
rozmerov s hmotnostou m, ktoré je spojené s nehybnym ziakladom tlmi¢om so
sucinitelom viskézneho tlmenia b a s pruzinou s tuhostou k;, pricom s pruzinou s
tuhostou k, sa spoji az ked’ sa vychyli o vzdialenost’ d. Uvazujte, Ze hustotu

rozdelenia ndhodnej vychylky moZzte aproximovat normalnym rozdelenim v tvare:

[y(t)-my]
B 2Dy

0] ==

Riesenie

Pohybova rovnica kmitania skiimanej sustavy je:
m &) +b B(t) +k; y(t) + @[y()] =x(1),

kde
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ky(y +d), y<-d
oly@)] = 0, /y/<d
ky(y-d), y>d

Analogicky ako v priklade 10.1 linearizujeme nelinearnu rovnicu metédou
Statistickej linearizacie. V naSom pripade maji nelinearna funkcia ¢@fy(t)] a jej

linearna aproximacia ¢;/y(t)] tvar:
ply®)] = @ly(W)] =ag+a; y(v),
kde

[y(1)- myj

ay =M{p[y®¥)]} = I oly] fy)] dy = ﬁ{ j @ +dle P dy+

[¥(t)-my]

j[y(r) Al e 20 dy) =k gy L)y H) ¢

D, . -w’/(2D,)  -u’/(2D,)
52 Le e &/

kde @(u) analogicky ako v priklade 1.12 je Laplaceova funkcia,

:Diy M{ply(®)] y()} = _[ oly®] [y®) - m] fly@)] dy =

[¥(t)-my]

= JZ%{I D) +d] [y -mJ e dy+

Ly(my]

j DO -d] () -m & 7 dv) <ky [1- ) - )]

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.2 linearizovana rovica je:

m .&c(t) +b }gc(t) +(k] +a1) yc(t) +k] m, +ag =m,y +xc(l93
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kde y.(?), x.(t) st centrované nadhodné procesy. Na jej zaklade je:
my, (k +a;) =m,, (a)

m &.(1) +b B.(1) +{k; +ky [1 - d’(r) @(r)]}yc(f) =X (1).

Analogicky ako v priklade 10.8 najdeme prenos H(i®w) a na zéklade rieSenia prikladu

6.12. spektralna vykonova hustota je:
S(w) =2 aD, (@ +a?).

Pre rozptyl D,, plati:

Hiiw) ={k +k, [1 - @(r) (D(F)] @ m +i wbjl,

— 1
D T2z

X /H(w) 2 aD, (a? + @) deo. (b)

§ =8

RieSenim rovnic (a), (b) mozno najst hladani stredni hodnotu m, a rozptyl D,
vychylky y(¢). Analyzou rovnice (a) mozno zistit', ze funkcia m, = ¢(m,) sa bude
nachadzat’ v oblasti vymedzenej medznymi stavmi:

a) d =0 (linearna sustava), m, =m,,

b) D, =0 (ststava je v pokoji), m,, =m,+d sign(m,).

Pr.12.6

Urcite rozptyl vychyliek D, stistavy s parametrami m;, by; =b; + yi(B), kg =k;
+ @), (=12, w;(B) =0, ¢;(y) =0) podla obrazka ¢. 16, ak je shstava budend
kinematickym budenim s(#) s nulovou strednou hodnotou (m; = 0) a so spektralnou

vykonovou hustotou S(@).
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Obr.c. 16

Riesenie

Pohybova rovnica kmitania bremien okolo rovnovaznej polohy je:

M &) +B @) +K qt) + v/ S(t)] +pla)] =f1),

m 0 b;+b, -b k;+k, -k
M= 1 , B = 1 2 2 ’ K= 1 2 2 ,
0 m2 -b2 b2 -k2 k2

~ -0 [y2(0)-yi()] B '1/12[)82(1‘)'}37(1‘)]}

wla] = [ 03 [y2(0 -y, (0] } Vi) = { vl B0 B0] |
3 yi(t) 3 b, &t)+ k, S(l‘)}

w1 ="

Vyuzitim transformacie stiradnic (relativne posunutia) ked”:
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1 0] [y,0)] [1
w-rso-[! | ]

pre uvedeny vztah plati:

M, &) +B, §,1) +K, q,(t) + Y[ §,()] +0[q,()] =£.(),
kde

M, =T'MT, B, =T" B T =diag(b), K, =TT K T =diag(k)),

vl @] =TT wqt)] =diag{y;[ B,()]}, plq,()] =TT plqt)] =
=diag{ pi[y;(1)]},

£ =f

Na zéklade riesenia prikladov (12.1-2) mozno linearizovat’ nelinearne funkcie:

wol Bo )] =ay By (1), 02[y2.(0)] =a; yy(1),

¢im dostaneme linearizovany vzt'ah s diagonalnymi maticami:

b, 0 k, 0
Brl: 0 bg21 nKrl: 0 kg2l :

Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vzt'ah dostaneme:

(K,-o*M, +ioB,) 0.(io) =F,.(io) =F(iw),

QG(iw) =TQ,(iv) =T (K,;- #* M, +iowB,)! F(iow) =H(iow) F(iw),
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Yy(iw) =H)(io) F(iw),

(Fi(iw) = (k; + io b;) S(i ®) o je analogicky vztah ako v priklade 10.15.
Analogickym postupom dostaneme vzt'ah pre vyjadrenie rozptylu D, ktory vSak v

tomto pripade bude nelinearny.

Pr.12.7

Urcite rozptyl D,, vychylky y,(t) sustavy s parametrami my, by, =b; + w( 82,
ki =k; + goj(yz), (j=I,2), podla obrazka ¢. 17, ak je sustava budend kinematickym
budenim s(2) s nulovou strednou hodnotou (m, = 0) a so spektralnou vykonovou

hustotou Sy(w).

Riesenie

Pohybova rovnica kmitania bremena okolo rovnovaznej polohy je:
M &) +B §(t) +K q(t) + [ $), 81)] +@[q), st)] =f11),

kde

m 0 b;+b, -b ki+k, -k
M= 1 , B = 1 2 2 ’ K= 1 2 2 ’
0 m, -b2 b2 -k2 k2
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1) - &t)] - /- .
Vi () s&@]{wﬁm )] -v>[ () ﬁ;()]}

vl Be®) - B (1))

t)-s()/ - 1) - 1
¢[q(t),s(t)]:{(/)][y]() s - p2[y2(1) yl()]j|’

O2[y2(0) - y(D)]

t
a0 :[Jﬁ( )},

by &)+ k, sm}
Va(t) 0 = { ‘

0

Vyuzitim transformdcie suradnic (relativne posunutia), ked’:

10 ()] 1
a() =T q,) +15() = { ) J B o J + [ J s(1),

pre uvedeny vztah plati:

M, &) +B, $,(1) +K,.q,(1) + v $,()] +plq,1)] =f.(1),
kde

M.=TTMT,  B,=T7 BT =diag(b), K, =TT K T =diag(k,),

vid. ()] =TT ylq(t), 81)] =diagl{y;[ B,.(1)]},

ola, ()] =TT [q(1), s()] =diag{ p[y; ()]},

f[,=f-T"[Mt &) +Bt &) +Kts@t)] =-TT M t &(1).

Vyuzitim rieSenia prikladov (12.1-2) mozno linearizovat' nelinearne funkcie:

wil Bi(W)] ~ay B,.(1), Oy ()] ~ay; yi (),
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¢im dostaneme linearizovany vztah s diagonalnymi maticami B,; = diag(b,;), K,; =

diag(kg;). Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vzt'ah dostaneme:
(K- @ M, +io B,)) Q,(i) =F (i),
Q(w) =T(K,.- M, +iwB,)! F,(iw) +tS(iw) =H(iw) F.(in) +tS(io),
Yy(iw) =Hy(iw) F,(ie) +Hyy(i) Faplia) +S(ie) =Hyfie) S(io),

¢o je analogicky vztah ako v priklade 10.15. Analogickym postupom dostaneme

vztah pre vyjadrenie rozptylu D,,, ktory vSak v tomto pripade bude nelinearny.

Pr.12.8

Ur¢ite rozptyl D), vychylky y(¢) sustavy s parametrami m, Ir, by; =b; + yj( »?),

koj = k; + .9]»()/2), (j=1,2) podla obrazka ¢. 18, ak je stustava budena kinematickym
budenim s(?) s nulovymi strednymi hodnotami (m,; =0, mg, = 0) a so spektralnymi

vykonovymi hustotami S,;(®@), S,;(®), Sg;>(i®).

Obr.c. 18

Riesenie.

Pohybova rovnica kmitania sistavy okolo rovnovaznej polohy je:
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M &) +B §t) +K qt) + [ §1), 8W)] +9q1), s()] =f(1),
kde
22} e el

b +b, by 1,-b, k; +k, kyly-k; I,
T by ly-by 1, by I3 +by 17 ) Tk -kl ky 13wk, 7

wi[ &) - &) - &, 0] + v, [ K- &)+ &y (1)] }

vi$). $1] = [ v (80 - &0 - L] + vy L[ -&(1) + By 1) |

S [y -51(0)-9 L] + [ y(1) -5:(0) + ¢ [,(1)] }

4. s0] = { 8y L[ 905109 L, 0] + 9 L [0 - 520+ ¢ Lr(0] |

by &(t)+by &(t)+k;s;(t)+ky sy(t) }

fv :{bz Ly &(t)-by 1 S(t)+ky 1 s5(t)-k;l;si(1)

Vyuzitim transformdcie suradnic, kde:

L L] | yiu(t)
3 _
qt) =T [q,(1) +s(1)] =90 [_1 1} [Lzr(f)} +8(1)],

pre uvedeny vzt'ah plati:
M, &) +B, §.(1) +K,q,0) +y[ $,()] +I9/q,()] =f,(),
kde
M. =TTMT, B, =TT B T =diag(b)), K, =TT K T =diag(k),

vi @] =T" ylq(1). 81)] =diag[y;(B,,)],
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8[q,0] =TT S[q(v), ()] =diag[9,,,)],
f[,=f-TT/MT &) +BT 8t) +KTs@t)] =-TTMT &).

Vyuzitim rieSenia prikladov (12.1-2) mozno linearizovat’ nelinearne funkcie:
il B ()] ~az By (1), oy (W] =ay; yu (),

¢im dostaneme linearizovany vztah s diagonalnymi maticami B,; = diag(by;), K,; =

diag(kg;). Aplikovanim Fourierovej transformacie na uvedeny vzt'ah dostaneme:
(K,-&*M,+ioB,) Q,.(io) =F (i),

Ofiw) =T(K,.- * M, +iwB,)! F.(iw) +TS(io) =H(iw) F,(io) +T S(iw),
n=2

Y(io) = D, Hyyfie) Syio),
j=1

¢o je analogicky vzt'ah ako v priklade 11.6. Analogickym postupom dostaneme vzt'ah

pre vyjadrenie rozptylu D), ktory vSak v tomto pripade bude nelinearny.

Pr.12.9

Ur¢ite rozptyl D,(2) vychyliek ¢(1) sustavy opisanej v priklade 9.1, ak odporovy
moment je kvadratickou funkciou vychylky.

RieSenie.

Na zaklade prikladu 9.1 pohybova rovnica kolisanie uhlovej rychlosti je:

(1) =-k q(1) - h sign[q(1)] 9(1)* + &(1).
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Analogicky ako pri rieSeni prikladov 10.1-4 linearizujeme nelinearnu rovnicu
metodou Statistickej linearizdcie. Nelinedrna funkcia ¢fq(z)] a jej linedrna

aproximacia ¢;/q(t)] majl tvar:

plq)] =hsign[q()] q(1)? = @[q()] =ay +a; (1),

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 10.9 najdeme prenos H(iw) a rozptyl D, v tvare

nelinearnej rovnice:

H(iw) =[(k +4 h \/%) +i @],

o0 D,
D, :2_1” j /H(w)? Ado-m? =A4[2 (k+4h \/z—i)]"-

13. Vyuzitie Markovovych procesov

Riesenie diferencidlnej rovnice:

2n

Bi(1) = QX1 X0 X ) + D, W@y Xy eenXant) EY)s j =1.2,..2m,
k=1

kde &i(1) je stacionarny biely Sum s normalnym rozdelenim, so strednou hodnotou m
=0 a s kovariantnymi funkciami Ky 5(7) = Ay 1), Kga() = 0, jk=1,2,.n, je
Markovov proces. Vyuzitim Markovovych procesov mozno najst’ presné rieSenie

uvedenej rovnice. AvSak znamy je len obméidzeny pocet analyticky riesite'nych uloh.
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Priklady

Pr.13.1
Najdite ustalene rozptyly D, D g vychylky y(z) a rychlosti B() ststavy opisanej

v priklade 12.3 vyuzitim Markovovych procesov.
RieSenie

Pohybova rovnica kmitania skimanej ststavy je:

&) +2 6 B(1) + 07 yt) + £y(t)? =x(1).

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 7.3 dostaneme druhi Kolmogorovovili rovnicu v

tvare (B(1) =x;(1), y(1) =x(1)):

A-26x -y -ex) [ Ax f) 1 2(41) _,
& a; 2 dcf -

p
=

z ktorej pre stacionarny pripad vyplynie:

25
&

26f-26x,2 ‘3’ (w2 x, +6x5) L < 4, g' 14 7L =y,

[(a) Xy +exp)f + A L) +(4 +254) (S +45 %):0,
Pre nezévisle x; a x, plati:
Jxp, xp) =fx) fxz),
LA (02 %y +837) fo + 45 D2} + (4 +2825) [fs (51 /1 + 45 9L)] =0.

Tato rovnost’ je splnena, ak platia vztahy:

qf
dxl +_ Ifl_
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dfy, (@l x; +ex3)46

dry A > =0,
z ktorych vyplyva:

P

fr=c e_gij %% e_‘% ‘”j,

Na zaklade vztahu (1.17) a rieSenia prikladov (2.8) a (1.12) najdeme konStanty

¢y, ¢y v tvare:

o 452
J. cye’t ! dx; =1,
-00

20
= TA’
« 2 2, .2 < 2 2

a(w’ +£x5)x -a @ x
I c,e 0277 dezzj cye o [1- S xyt + L ()28 ] dxy =1,
-00 -00

2
] ac a 210 -1

2 { [(a w§)1/z 4(a w§)5/2 57 (a wi)wz ]} ’

kdea = 275. Na zéklade vztahu (6.1) rozptyly D,, D g st:

D - A 1-%8+%82...

g 450)5 ]—§8+%52...
A

DJ&:—



116

Pr.13.2
Najdite ustalene rozptyly D,, D g vychylky y(z) a rychlosti B() ststavy opisanej

v priklade 12.4 vyuzitim Markovovych procesov.
RieSenie

Pohybova rovnica kmitania sustavy je:
&) +2 osign] B@)] B(1)? + 0,7 y(t) = 1)

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 7.3 vyjadrime nahodny proces x(z) s korelacnou
funkciou K, (7)= 4 e®7 pomocou ndhodného procesu &(#) typu bieleho Sumu so

spektralnou vykonovou hustotou S {@)=A4 v tvare :

Bt +ax(t) =2 a A&1).

Analogicky ako pri rieSeni prikladu 7.3 dostaneme druhtit Kolmogorovovu rovnicu v

tvare (B(1) =x,(1), (1) =xy(1), x(1) =x3(1)):

% 4 A-25sign x; sz-wixz-)g)f " ax; f) " d-ax; f) 72 aZAf) -0,

A
& a; ;s 2 dcj

Analyticky rieSit obdobné pripady je obtiazne, ale numericky obdobne ako v

predchadzajucom priklade moZno ndjst’ ustalen¢ rozptyly D,, D g vychylky y() a

rychlosti B(2) skamane;j ststavy.

Pr.13.3

Ur¢ite rozptyl D, (2) vychyliek g(t) dynamickej sistavy opisanej v priklade 9.1
vyuzitim Markovovych procesov, ak odporovy moment je kvadratickou funkciou
vychylky.

Riesenie.
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Na zaklade rieSenia prikladu 8.1 kolisanie uhlovej rychlosti je:
B(t) =-k q(1) - h sign[q(1)] q(1)? + &(1).

Na zéklade rieSenia prikladu 7.3 a 6.9 dostaneme druht Kolmogorovovu rovnicu v

tvare:

g, Akq-hsigngg®)f 1 P(AS) _,
a aq 2 & :

Pre stacionarny pripad analogicky ako v priklade 10.14 je:

q
2 ; 2
_Ajo(kq+h31gnqq ) dq -%(%kq2+§hsignqq3)
f:c2e :cze .

1
kde ¢, :(\/”T - Ao,

w
‘\. }‘K\)

\h.
55

oo
2 /1 2 1 : 3
<~ (5 kq +5hsigngq’) y 2k
quj g’cre ! ? 3 dq=7(

@© 2k

(=N
=
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